Capitulo 7

Introduccion a los métodos aproximados

El planteamiento analitico del problema eldstico con geometria y condiciones de
contorno complicadas resulta inabordable en la practica. Por ello se han desarrollado
métodos aproximados que permiten obtener soluciones suficientemente precisas de una
forma asequible. El objeto de este capitulo es presentar someramente algunos de estos
métodos en el dmbito de la Teoria de la Elasticidad Lineal.

7.1.- Introduccion.

A la vista de lo expuesto en los capitulos 5 y 6, la resolucién del problema elastico
mediante enfoques analiticos solamente es abordable en casos con geometria y/o
condiciones de contorno mds bien sencillos. Cuando no se dan estas condiciones de
simplicidad, es necesario recurrir a métodos aproximados. Es posible aplicar métodos
estindar de integraciéon aproximada de ecuaciones diferenciales a las ecuaciones
diferenciales del modelo eldstico. Por ejemplo es posible plantear la integracion de las
Ecuaciones de Navier mediante diferencias finitas. Sin embargo han alcanzado mayor
aceptacion, debido a su mayor eficiencia, algunos métodos basados en los teoremas
integrales presentados en el capitulo 5.

Entre estos métodos, el procedimiento mdas extensamente utilizado es el Método de los
Elementos Finitos (MEF), que serd presentado brevemente mds tarde. E1 MEF se
engloba dentro de los conocidos como Métodos de Equilibrio, cuya caracteristica comun
es asegurar desde el principio que el campo de desplazamientos va a tener las
propiedades deseables (eligiendo una tipologia adecuada), plantearlo en funcién de
algunas incognitas o parametros a determinar, y obtener tantas ecuaciones como sea
necesario imponiendo condiciones de equilibrio, bien sea directamente (como en el
popular célculo matricial de estructuras de barras mediante el método directo de
rigidez), o bien a través de la expresion integral del Principio de los Desplazamientos
Virtuales, planteando tantos estados virtuales como sea preciso. Las aproximaciones de
Galerkin, del MEF, y de Rayleigh-Ritz, pueden plantearse de este modo. Las incégnitas
a calcular pueden ser los pardmetros indeterminados que hayamos previsto en el campo
de desplazamientos que hayamos propuesto, o bien otras incdgnitas que hayamos
utilizado para formular el problema.

Otra posible alternativa para obtener "tantas ecuaciones como deseemos" es
plantear el segundo teorema de reciprocidad para tantos estados virtuales distintos como
sea preciso. Esta eleccion persigue que deban evaluarse solamente integrales de
contorno, denominandose genéricamente "métodos de contorno" a los que gozan de esta
particularidad. Una condicién suficiente para que esto ocurra es que el problema no
tenga cargas de volumen y que los estados virtuales se elijan también sin cargas de
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volumen (métodos de Trefftz). Cuando los estados virtuales se eligen haciendo variar el
punto de aplicaciéon de una fuerza concentrada que actia en un medio infinito (la
solucion de este problema se llama "solucion fundamental de Kelvin"), también es
posible evitar las integrales de dominio del segundo teorema de reciprocidad. Esta
técnica, es la base del "Método de los Elementos de Contorno" (MEC), que ha sido
desarrollado a partir de los afios 70. En todo caso, los métodos de contorno permiten
obtener una solucién del problema en funcién tan solo de los valores de las variables en
el contorno, reduciéndose asi en uno la dimensionalidad del problema (si el sélido es
tridimensional su contorno es bidimensional, y si es bidimensional el contorno es
monodimensional). Este es el atractivo principal de los métodos de contorno, que son
claramente idoneos cuando es suficiente conocer los valores de las variables en el
contorno.

Entre algunos otros mads, los métodos de Galerkin, Trefftz, Elementos Finitos y
Elementos de Contorno enumerados en los parrafos precedentes pueden considerarse
como particularizaciones de una técnica mds general, conocida como "residuos
ponderados”. Resumimos seguidamente las ideas bésicas de esta técnica. Sea u=u(x) la
incOgnita generalizada de nuestro problema (las componentes de desplazamiento en el
problema eldstico), y x la variable independiente generalizada (las coordenadas
espaciales). Se toma la ecuacién o sistema de ecuaciones diferenciales que rige el
problema, escrita en forma de igualdad a cero, simbdlicamente Z.u=0, siendo Z el
operador en derivadas que corresponda. Seguidamente se forma el producto de Z.u por
una funcién Y(x) que elijamos arbitrariamente, llamada funcién de ponderacién, funcion
de peso o funcién proyectante, y que tendrd tantas componentes escalares como
ecuaciones diferenciales tengamos. Finalmente se integra el producto en el dominio de
observacion:

[, @.wwoav (7.1)

Esta claro que si introdujésemos en u una solucién exacta de Z.u=0, esa integral se
anularia para cualquier Y. Reciprocamente, si una cierta funcion u anula la integral para
cualquier Y imaginable, entonces esa u debe satisfacer Z.u=0 (en efecto, si Z.u no fuese
cero en un punto o una region, podriamos inmediatamente encontrar una Y que hiciese
no nula la integral). Precisamente desconocemos esa solucidén para u, pero podemos
"apostar”" por una funcién u que contenga pardmetros indeterminados, e imponer la
igualdad a cero de la integral para tantas funciones W distintas como necesitemos (para
obtener tantas ecuaciones como incdgnitas). La solucién que obtengamos no serd en
general exacta, dado que no anularé la integral para cualquier Y, pero esperamos que sea
una aproximacion razonable, ya que al menos la anulara para el conjunto de funciones
que hemos elegido. El nombre de esta técnica ("residuos ponderados") proviene de que
al introducir en la ecuacién diferencial una funcioén u(x) que no sea solucién exacta, Z.u
no serd nulo, sino igual a un cierto error o "residuo”, el cual se "pondera" con la funcién
Y, imponiéndose finalmente la anulacion de la integral de ese "residuo ponderado”.

En la aplicacion del método de residuos ponderados suelen incluirse algunas
manipulaciones adicionales a la integral (7.1). En particular, es habitual integrar por
partes una o varias veces, y utilizar cada vez el teorema de la divergencia para
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transformar integrales de divergencias en integrales de contorno. Con esto se consigue
que en la integral de volumen remanente se reduzca el orden de derivacién de u, a
cambio de que aparezcan derivadas de . Por una parte, esto tiende a facilitar la
imposicion de condiciones de contorno "naturales", dadas en funcion de derivadas de u
(como por ejemplo son las tensiones prescritas), y por otra parte reduce las exigencias
en cuanto a orden de derivabilidad de nuestra funcién u. Es llamativo que puedan
obtenerse asi soluciones u con orden de continuidad menor que el exigido por las
ecuaciones diferenciales originales ("orden de continuidad" = orden de la mayor
derivada que permanece acotada en todos los puntos del dominio). Se llaman "formas
débiles" a este tipo de formulaciones que posibilitan encontrar soluciones de orden de
continuidad menor al exigido por las ecuaciones diferenciales originales.

Las maneras mds ventajosas de integrar por partes el "residuo ponderado" de las
ecuaciones de equilibrio interno ya han sido elaboradas en el capitulo 5. Las mismas son
las expresiones integrales del principio de los desplazamientos virtuales y del segundo
teorema de reciprocidad. En problemas fisicos regidos por otras ecuaciones diferenciales
pueden existir teoremas integrales andlogos a los de la elasticidad. En caso contrario
seria necesario encontrar una manera conveniente de integrar por partes.

La aproximacion de cada componente u; de u puede ser, en principio, cualquier
funcién de las coordenadas espaciales y de los pardmetros indeterminados. Si a,i,...a
son los n pardmetros indeterminados que asociamos a u;, la aproximacién de esta
componente puede escribirse simbdlicamente como:

i i iy -
U; (X, X5,X3) = [(X),X5,X558],85,...,a, )3 1=1,2,3

En este tema, para las magnitudes que necesiten especificar tanto la direccion del
espacio a que estan asociadas como el nimero de orden del pardmetro indeterminado a
que se refieren, el superindice indicara la direccion, mientras que el subindice indicara el
numero de orden del pardmetro indeterminado. Para evitar la posible falta de claridad
que conllevaria la proliferacion de subindices y superindices numéricos, en este tema se
denominard a los ejes coordenados x, y, z. Con esta variante de la notacién, la
aproximacion anterior del campo de desplazamientos sera :

u,(x,y,z) =f.(x,y,z,a,,a5,...,a} ); 1=X,Y,Z
En realidad, practicamente siempre se plantea una aproximacion para u lineal en los
parametros indeterminados. Con ello se persigue que las expresiones integrales
conduzcan finalmente a ecuaciones lineales ordinarias en estos pardmetros.
Expresaremos este tipo de aproximacion en la forma:

X
n

u (x,y,z)=N/(x,y,z)a; + N (x,y,z)a; +...+ N (X,y,z)a
u, (x,y,2)= N/ (x,y,z)a] + N;(x,y,z)a; +...+ N} (x,y,z)a’

u,(x,y,z) =N/ (x,y,z)a; + Ny (x,y,z)a; +...+ N’ (x,y,z)a,,
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En donde las Ni, son las funciones (elegidas segin nuestro criterio) que multiplican al
parametro indeterminado k correspondiente a la componente i de u. Estas funciones se
llaman "funciones aproximantes" o "funciones de forma", y por supuesto, pueden ser no
lineales en x,y,z. Salvo casos especiales, como podria ser el de comportamiento
fuertemente anisétropo, no suele haber motivo para aproximar de forma distinta cada
componente de u, por lo que en lo sucesivo supondremos que se utilizan las mismas
funciones para las tres componentes:

N =N!=N:=N,; Vk

Con esto, la aproximacién del campo de desplazamientos puede escribirse:

u,(®)) [ N(X) a N, (%) a,
ux)=|u,(x) |= N, (x) lal [+...+ N, (x) Ja¥|=
u,(x) N, (x)] | af N, (x)] \a,

=Na +..+Na
=1 —n—"n

En donde cada N; es una matriz de 3x3 (2x2 en problemas bidimensionales) que
contiene a la funcién N; en las posiciones de la diagonal y cero en las restantes. Se
denota una matriz columna con un subrayado, y una cuadrada o rectangular con dos. En
forma compacta podemos expresar esta aproximacion como:

u=Na (7.2)
Siendo:
a
aj
N, N, . a,
N=| N N, |=[NN ] oas s
N, N, a a,
a,
a,

La eleccion de las funciones de aproximacién N; queda al buen juicio del analista. Es
evidente que el propdsito debe ser introducir un conjunto de funciones capaces de
aproximar suficientemente entre todas (mediante su combinacidn lineal) la evolucion de
los desplazamientos del problema particular. Aunque son posibles otras alternativas, lo
mds inmediato es considerar funciones definidas en todo el dominio ocupado por el
solido. La figura 7.1 muestra graficamente algunos ejemplos posibles para el caso de un
solido bidimensional eliptico en el plano x,y. En la eleccion de las N; pueden hacerse
intervenir diversas consideraciones, como por ejemplo la conveniencia de que todas
ellas se anulen en las zonas de desplazamiento prescrito nulo, para que estas
condiciones de contorno queden satisfechas automaticamente.
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N; N, N3

X X X
Figura 7.1.- Ejemplos de funciones de aproximacién para un problema bidimensional.

En esta introduccion se han presentado los fundamentos generales de las técnicas de
aproximacioén mds frecuentemente utilizadas en la actualidad, poniendo de manifiesto lo
que todas ellas tienen en comun: por una parte la posibilidad de ser obtenidas como
particularizacién del método de residuos ponderados, y por otra la forma de plantear el
campo de desplazamientos aproximado, como combinacién lineal de "funciones de
forma". En los epigrafes siguientes centraremos nuestra atencién en el Método de los
Elementos Finitos, que estudiaremos brevemente, aunque aprovecharemos la ocasion
para presentar antes otro método de equilibrio importante por si mismo, y en el que el
anterior estd basado: la aproximacién de Galerkin.

No se ha hecho mencién expresa de los métodos de aproximacién basados en
principios variacionales, que basicamente consisten en encontrar el minimo valor de una
magnitud escalar, que en el caso elastico es la energia potencial. El método de Rayleigh-
Ritz mencionado en un parrafo anterior estd formulado originalmente sobre la base de
este principio, con la particularidad adicional de que las funciones de aproximacién se
eligen de forma que satisfagan las condiciones de contorno esenciales (en
desplazamientos). Merece la pena apuntar que no en todos los problemas fisicos es
posible encontrar un principio variacional, es decir, una magnitud escalar asociada al
sistema cuyo valor minimo se alcance para la solucién u correcta. En cambio, siempre
es posible plantear las ecuaciones diferenciales que rigen un problema, por lo que los
métodos variacionales tienen menor generalidad que los de residuos ponderados.
Ademads puede demostrarse que en los casos en que existe un principio variacional, la
aproximacion de Galerkin proporcionard la misma soluciéon que el enfoque variacional.
Esta es la razén por la que se ha omitido la mencién a los principios variacionales en
esta introduccidn, necesariamente esquematica. Cabe insistir en que una aproximacion
de Galerkin proporcionard la misma solucién que una de Rayleigh-Ritz si se emplean
las mismas funciones de aproximacion.

Tampoco se ha hecho mencién de los métodos "de compatibilidad", denominacién
que engloba a los enfoques de solucién basados en el Principio de las Fuerzas Virtuales,
o en general en imponer desde el principio el equilibrio del sistema, y mas tarde la
compatibilidad (continuidad, univaluacidn, etc.) de su campo de desplazamientos. Tales
enfoques son dificilmente sistematizables, y por tanto poco apropiados para su
implementacién en ordenador. Este dltimo es un defecto muy importante, ya que ha sido
precisamente el espectacular desarrollo de los ordenadores lo que ha hecho aumentar la
eficiencia de los métodos aproximados. Aunque estos métodos de compatibilidad no
pueden competir con los métodos de equilibrio, su uso es en ocasiones adecuado para
resolver "a mano" ciertos problemas. Es por ejemplo ocasionalmente conveniente su
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empleo en problemas de barras que se estudian en el contexto de la Resistencia de
Materiales.

7.2.- La aproximacion de Galerkin aplicada al problema elastico.

El planteamiento de la ecuacion integral del PDV como condicion necesaria para el
equilibrio, con tantos estados virtuales distintos como sea preciso, es un procedimiento
caracteristico de los Métodos de Equilibrio:

0. dV = ¢, X.dV+[ @ XidS (7.3)
v o v S

Por conveniencia posterior, expresaremos los integrandos en forma matricial. Para
ello definimos las siguientes matrices columna:

8XX GXX
€ (¢)
yy yy
uX (pX XX
_ 8ZZ _ 6ZZ _ _ X— X . t
£= ,Q—G,u—uy,g—(py,i—y,ec. 4
Yy Xy X (7.4a)
uZ (pZ zZ
’YXZ 6XZ
sz Gyz

Y andlogamente para las magnitudes asociadas al campo virtual. En problemas
bidimensionales definimos similarmente:

SXX GXX
uX (px X XX t
e=|e.|; o=|lo,.|; u= O ;X =  etc.
il R P M U R T A e (7.40)

Con estas notaciones, la ecuacion (7.3) se expresa como:

jv(g(p)T‘—’dV = M?)TX"‘V +g (9) X-ds (1.5)

Notese que en (7.4) la matriz columna de deformaciones incluye las
deformaciones transversales Yyy- €LC, en lugar de los términos €,y» CtC, de valor mitad, por
lo que el primer integrando anterior reproduce efectivamente €%;6;. En lugar de las
tensiones verdaderas (desconocidas) vamos a introducir las tensiones asociadas al
campo aproximado de desplazamientos. Comenzamos poniendo las tensiones en
funcion de las deformaciones. La relacion lineal entre ambas magnitudes queda recogida

en una ecuacion de la forma:

o=D(-¢") (7.6)
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Siendo ¢€° la deformacién que existiria para tensién nula. Este término permite recoger
por ejemplo los efectos de la temperatura en la ley de comportamiento. Asi, para un
problema bidimensional, siendo o el coeficiente de dilatacion térmica y 0 el valor de la
temperatura, este término seria :

La matriz D contiene las constantes eldsticas que relacionan la tensién y la deformacion.
Puede comprobarse que con las definiciones adoptadas en (7.4) debe ser:

Tension Plana (TP): Deformacion Plana (DP):
[ 1 i v 1
I v 0 1 — 0
D E I v 1 0 I Ed I=v
D= -V %
= 1-V’| 1-v | D= (1-v) 1 0
|_O 0 —J = (A+v(1-2v)| 1-Vv
2 0 1-2v
L 2(1-v)
Problemas tridimensionales:
_ v v -
1 - -
I-v 1-v
v Y 0
1-v 1-v
vV
D E(1-v) 1-v 1-v
=~ d+v-2v) 1-2v
2(1-v)
0 1-2v
2(1-v)
1-2v
L 2(1-v)

Pueden considerarse otro tipo de efectos en la ley de comportamiento, lo que da lugar a
expresiones ligeramente distintas de la (7.6). Por ejemplo, si existe un campo de
tensiones residuales conocido, podria emplearse una expresion como 6-G,=DE€, sin que
ello suponga ninguna dificultad especial.

Expresamos ahora las deformaciones en funciéon de los desplazamientos. Siendo la
relacion diferencial entre ellas de tipo lineal, podemos escribirla usando una matriz L de

operadores diferenciales de forma que:

(7.7)

|en
Il

I
=
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Donde:
Caso tridimensional (3D): Caso bidimensional (2D):
-5 _
— 0 0
0x
0
0O — 0 r 7
X
0O O i )
Lo oz L=l 0 —
=713 9 - dy
dy Jx 9 9
dy Ox
3, 2 Loy 0%
oz 0x
9 9
i Jz dy |

Sustituyendo todas estas expresiones en la ecuacion del PDV dada por (7.5), ésta
adopta la siguiente forma:

Le)

Nétese que €=L(Na)=(LN)a, ya que las derivaciones del operador L no afectan al

LNadv=[ (o) X-av+| (Q)TX-dS+IV(§‘P)T2-§°-dV

llw)
=

(7.8)

conjunto de pardmetros contenidos en a, los cuales no dependen de las coordenadas
espaciales (aunque desconozcamos su valor por el momento).

Para proseguir, debemos elegir qué tipo de campos virtuales utilizaremos en la
expresion (7.8). Distintas elecciones dan lugar a distintos métodos de resolucién. En
lugar de plantear "muchos" campos virtuales particulares, elegiremos plantear un solo
campo virtual @;, pero que sea combinacion lineal arbitraria de "muchos" campos
virtuales particulares, lo que conceptualmente es equivalente. Construimos este campo
virtual mediante combinacion lineal arbitraria de las mismas funciones de forma Ny
empleadas para aproximar el campo real de desplazamientos. Los coeficientes de esta
combinacion lineal arbitraria serdn coeficientes arbitrarios (que pueden tomar cualquier
valor a nuestro antojo), y que llamaremos (a,)®, donde los indices i y k juegan un papel
andlogo a los de ai, (i=x,y,z) utilizados en la aproximacién del campo real. La eleccion
se concreta asi en:

¢=N-2° (1.9)

I'Z

Esta eleccion es precisamente la que distingue a la aproximacién de Galerkin de
otros métodos, y es la mejor en muchos sentidos. Indicamos sin demostracién algunas
de sus propiedades: 1°, generalmente (siempre, en problemas eldsticos) implicara el
manejo de matrices simétricas; 2°, conducird a féormulas finales idénticas, y por tanto a
los mismos resultados, que un enfoque variacional equivalente, si éste puede formularse
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(siempre se puede en elasticidad); 3°, en problemas eldsticos, la aproximacién obtenida
serd la mejor posible con las funciones que hayamos usado, en el sentido de minimos
cuadrados ponderados de las deformaciones. Desde un punto de vista conceptual puede
argumentarse ademds lo siguiente: la relacion (7.3) es condicidn suficiente para asegurar
el equilibrio si se satisface para cualquier campo virtual concebible. No podemos incluir
todos en la formulacion, pero la eleccion de Galerkin contiene a todos los que podemos
construir con la aproximacion de desplazamientos utilizada. La eleccién equivale a
considerar como concebibles sélo a aquellos campos de desplazamiento que sean
representables con el modelo de aproximacién. Pensando de esta manera, la eleccién
(7.9) resulta natural y coherente en el sentido de que utiliza como estados virtuales todas
las formas de desplazamiento que hemos considerado concebibles.

La ecuacién (7.8) del PDV con el campo virtual dado por (7.9) adquiere la forma:

‘f a?) N'X-d +I( JNRas+] (o) () Deav 10

En la ecuacion anterior, las matrices a y a® contienen pardmetros indeterminados
y coeficientes arbitrarios respectivamente, pero no dependen de las coordenadas
espaciales, por lo que pueden salir de las integrales:

(@) [J, (L) (1) av] e

:(a“’)T[ ETX.dV}+(g“’)T[ . NTx.ds}_(g‘P)T IV(L'N)T'Q'EO(W

Pensemos en la ecuacion anterior en forma de igualdad a cero con todos los
términos en un lado de la igualdad, y con el factor comin (a®)" extraido. Si esta
ecuacion se satisficiera s6lo para algin o algunos a® particulares, no podriamos asegurar
que su cofactor debiera anularse. Pero como debe cumplirse para cualquier conjunto
arbitrario de parametros a®, si que podemos asegurarlo. Por tanto debe ser:

g-dsz ETX.dS+J'V(]£.£)T.2.§°dV (7.11)

Que tiene la siguiente estructura, tipica de las aproximaciones de problemas lineales:

Ka=f (7.12a)

Siendo:
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-dV ;

) D

=
1]
2—:
e
IZ
o
=

N

T

=
1]
'<—u
Iz
;ﬁ
=
[
<
+
S5
IZ
[

'ds+jv(£’ N)T .D-g"dV (7.12b)

Hay que destacar algunas reflexiones importantes acerca del sistema de ecuaciones
lineales ordinarias (7.12):

1) El vector de cargas en el contorno, X, suele ser a priori desconocido en una parte
del contorno del sélido (aquella parte en la que los desplazamientos estdn prescritos).
Esto supone que los términos de f no serdn en general calculables explicitamente al
principio del problema. Podemos pensar que las propias integrales de contorno de
varias (o todas) las N, que aparecen en f son incdégnitas adicionales del problema, que
deberemos calcular. En resumen, algunos o todos los términos de f pueden contener
incognitas. Es posible evitarlo en problemas con desplazamientos prescritos nulos,
eligiendo funciones de aproximacion que sean nulas en esas zonas de desplazamiento
prescrito. Pero si tenemos incégnitas en f, necesitaremos ecuaciones adicionales a las
(7.12). Estas ecuaciones se obtienen de aproximar las condiciones de contorno en
desplazamientos. Por otra parte, tanto el vector de fuerzas de volumen, X, como la
“deformacion de tensién nula” €°, suelen ser funciones explicitas conocidas de las
coordenadas espaciales, por lo que el cdlculo de las integrales correspondientes no tiene
mas problema que el de su evaluacion..

2) La matriz K del sistema, que suele llamarse "matriz de rigidez", es cuadrada. Se
aprecia facilmente que en problemas tridimensionales, la misma es de dimensiones
(3nx3n), mientras que en problemas bidimensionales es (2nx2n), siendo n el nimero de
funciones de aproximaciéon (N;, i=l...n) utilizadas para cada componente de
desplazamiento. Por tanto, el sistema lineal de ecuaciones tiene tantas ecuaciones como
pardmetros a,!. Por las propiedades elementales de los productos de matrices, también se
aprecia que K es una matriz simétrica (ya que D lo es, y MTDM lo serd también,
cualquiera que sea la matriz M).

3) La matriz K serd en general singular (no tendra inversa). Por ejemplo, puede
apreciarse que debe serlo en problemas con todas las condiciones de contorno dadas en
tensiones, en los que f es calculable a priori: no cabe esperar calcular a como a=K-'f,
porque ello dejaria determinado el campo de desplazamientos, y sabemos que no puede
estarlo hasta que no impongamos algunas condiciones de contorno en desplazamientos,
lo que no hemos hecho hasta el momento. Sin embargo, si el problema tiene
condiciones de contorno homogéneas en cantidad suficiente para evitar movimientos de
sOlido rigido, y se utilizan funciones de aproximacion que satisfacen automaticamente
esas condiciones, no existe ya motivo para que K sea singular.

4) Habitualmente resulta conveniente pensar en la matriz K, como formada por
submatrices de dimensién 3x3, (2x2 en problemas bidimensionales), y en a (y f) como
una matriz columna formada por submatrices de 3x1 (o bien 2x1), es decir:
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2Ka=f: (=1.n) (7.13)

=1

Siendo:

(e

T _ T
-Ni) .D.(L-ij-dv; f= N'X-dV+[ N/X-dS+] (L.Ni) De,dV

K =]
=ij A\

El que la matriz K del sistema sea simétrica, implica que sus submatrices deben

cumplir:

T
K. =(Kﬁ) ; Vi, j

=ij =

5) Insistiremos en que para resolver el problema, ain bebemos imponer las
condiciones de contorno en desplazamientos, salvo que todas ellas sean homogéneas
(tipo u;=0) y las funciones de aproximacion elegidas las satisfagan. La imposicion de
estas condiciones de contorno de forma aproximada debe proporcionarnos tantas
ecuaciones como incdgnitas tengamos en f. Esto ocurrird autométicamente si ajustamos
por minimos cuadrados los desplazamientos prescritos. Puede realizarse también el
ajuste aproximado mediante cualquier otra técnica, como por ejemplo haciendo que el
desplazamiento tenga exactamente el valor prescrito en un nimero finito de puntos.

Para finalizar este epigrafe, destaquemos que la tnica fuente de error del procedimiento
de aproximacion descrito es que, en la mayoria de los casos, una combinacién lineal de
las funciones N; propuestas no serad capaz de describir de manera exacta la solucion de
desplazamientos del problema. El que la solucion de desplazamientos sea sélo
aproximada conlleva el que las condiciones de contorno se satisfardn solo
aproximadamente. En particular, las condiciones de contorno en desplazamientos, las
cuales debemos imponer en el proceso de resolucion, no pueden satisfacerse mas que de
forma aproximada, mediante técnicas de ajuste como se indicé en el parrafo anterior. En
general, las condiciones de contorno en tensiones tampoco coincidirdn exactamente con
las tensiones derivadas del campo de desplazamientos calculado, pese a que hayamos
introducido la tensién de contorno correcta para el cdlculo de f. En todo caso, si
"acertdramos" a elegir un conjunto de funciones capaces de ajustarse a la solucidon
exacta, hay garantia de que obtendriamos dicha solucién exacta. Es casi seguro que no
"acertemos", pero tenemos al menos garantia de obtener la (en cierto sentido) mejor
aproximacion posible basada en las funciones propuestas.

Un ejemplo sencillo.

Consideremos el s6lido bidimensional de la figura 7.2, cuya forma es de tridngulo
rectdngulo con base y altura iguales, de longitud L [m], que estd sometido a una
distribucién uniforme de carga p [N/mz] en el contorno x=0, y que tiene el
desplazamiento totalmente impedido en los puntos del contorno y=0, segin se indica. El
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material tiene peso especifico p [N/mS], Moédulo de Young E [N/mz], y Coeficiente de
Poisson nulo. El espesor del sélido en la direcciéon z es b [m]. Utilizaremos las dos
funciones de aproximacion siguientes para realizar la aproximacion de Galerkin: N=x,
N,=y. Con s6lo dos funciones, que ademds no estdn elegidas especialmente para
adaptarse al problema, no cabe esperar que la aproximacién final sea buena, pero el
procedimiento quedard ilustrado igualmente, y las operaciones resultardn mas sencillas.

o

Yy v b by

Figura 7.2- Sélido triangular con carga uniforme en una de sus caras.

La aproximacién del campo de desplazamientos con las funciones consideradas es:

_ X X _ X X
=N,a; +N,a; =xa, +ya,

— y Y — y y
u, =Naj +Nya; =xaj +ya;

En primer lugar, calcularemos la matriz de rigidez de la aproximacién. Es cémodo
realizar el cdlculo de sus submatrices:

K =] (L ) D- (L'N)-av

Al ser nulo el coeficiente de Poisson, la ley de comportamiento, y por tanto la matriz D,
adopta la misma forma tanto en Tension Plana como en Deformacién Plana, y la
solucidn del problema (tanto la "exacta" como la obtenida mediante aproximacion) es la
misma para ambas situaciones. La expresion de D para v=0 es:

(100\

2o 1 )

Los términos entre paréntesis en los integrandos de K;; se calculan facilmente:
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ad ad
% o % o]
LN=| 0 9 " 7= . L'N =| 0 7 e
== I o x == d)y (0 y
%) ) %) )
Ay Ax Ay Ax
Noétese que por ser en este caso lineales las funciones de aproximacién, sus derivadas
son constantes, y por tanto las matrices L.N; también son constantes que podran salir de

las integrales. Esto simplifica la labor de integracion hasta el punto de que sélo es
preciso calcular el drea del dominio triangular. Tenemos por tanto:
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Y por simetria de la matriz K:

K, =(k,) = ELzb[O %]

- O

O =

¥E_/
(e
(SN

o
o
&OO
—
(e)

=2 2 0 0

En segundo lugar calcularemos el término de cargas f, que depende de las fuerzas
por unidad de volumen (en nuestro caso sélo el peso, ya que no hay temperatura), y de

las fuerzas aplicadas en el contorno del sélido. Nuevamente procederemos calculando
sus submatrices f:

fi= IVEiT)—( dv+ Is EITX dS

Empezamos con las integrales de volumen, cuya complicacién se reduce a ser

evaluadas:
0\( 0 0
[ NTx-av=b[|" (L—x)dx = —pbL’

i S T )
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Calculamos ahora las integrales de contorno. La funcién N, (=x) se anula en la cara

vertical, mientras que X es nula en la oblicua. En consecuencia, s6lo la cara horizontal
tiene aportacion a la integral de contorno que contiene a N,. En esta cara la tensién de
contorno es desconocida, por tanto:

— 0\ X tr

[N Xas=b[]" "I 2| ax=b|"

s =1 o0 x| X, . ty
-

Hemos llamado tX, t,¥ a las cantidades (no son funciones) resultantes de la integracion,
y consideraremos estas cantidades como incégnitas adicionales del problema. La
integral de contorno que contiene a N, (=y) solo contendrd la aportacién del contorno
vertical, ya que en el oblicuo la tensién es nula, y en el horizontal es nula N,.

L EZ.X-dS:bJOL(y Oj[gj dy = pbL* %
x,=0

0 vy 0

Apréciese comparativamente la ventaja de usar funciones de aproximacién que
satisfagan las condiciones de contorno homogéneas en desplazamientos: las tensiones
desconocidas de la cara inferior se multiplican por el valor nulo de la funcién N,, y el
resultado es nulo en todo caso, no apareciendo incdgnitas asociadas a esta funcion en el
término de cargas

Estamos ya en condiciones de plantear las ecuaciones (7.12) para nuestro ejemplo.
Apréciese que el espesor b del solido no influird en el cdlculo de las incégnitas:

t

3
[o 5 3 o [
EbL 2 2 ai b pLZ
2010 ¥ 1 o aj o
0 0 0 1)\% oL}
6

Para poder calcular las incognitas, debemos imponer las condiciones de contorno en
desplazamientos. Las restricciones al desplazamiento de este problema consisten en que
todos los puntos de la cara horizontal no se muevan. En este caso es posible hacer que
se cumpla exactamente esta condicidn, ya que imponiéndola en el campo aproximado de
desplazamientos tenemos (nétese que N,=0 en y =0):

u X X 0 X O X
uy y=0 NS NS 0 x a4 0 a4

0
0
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Es decir, la condicién se satisface exactamente si los parametros que multiplican a la
funcién N; son cero. Desgraciadamente, esto supone que dicha funcién no figurard
finalmente en el campo de desplazamientos, por lo que todo el trabajo que hemos
realizado con ella es baldio. En todo caso, llevamos este resultado al sistema de
ecuaciones general, y las dos ultimas ecuaciones nos permiten conocer los pardmetros
asociados a N:

X pL’ ax = 2P
2 X s 2
EbL’ (1) 0](a3 o 2 | o E
2 0 1)a; _pL” ay:_&
6 )

Con lo que la aproximacién de desplazamientos obtenida para el problema de la figura
7.2 es:

2p pL

u=—y;u =—"—
i Ey ' 3E

Antes de dar por terminado este sencillo ejemplo, realizaremos unas breves
reflexiones finales a modo de recapitulacion.

-Segiin  hemos visto, el cumplimiento de las condiciones de contorno en
desplazamientos, requiere que a*;=a¥;=0, lo que implica que la funcion de forma N; no
aporta nada al campo de movimientos aproximado del problema. Podriamos haber
considerado en primer lugar las restricciones de movimiento del problema dado, y no
realizar ningtn cédlculo con N;. No se ha hecho asi porque raramente es conveniente
seguir ese orden en casos mds realistas.

-Se ha mostrado porqué es interesante elegir las funciones de aproximacion de forma
que cumplan las condiciones de contorno en desplazamientos: se evita la aparicién de
incégnitas en f. El1 Método de Rayleigh-Ritz, basado en un enfoque variacional que
proporciona los mismos resultados que la aproximacién de Galerkin, propone de modo
general la utilizacién de este tipo de funciones de aproximacion.

-En este caso, hemos podido satisfacer exactamente las condiciones de contorno en
desplazamientos, con la fortuna afiadida de que ha sido posible resolver el sistema de
ecuaciones sin tener que calcular las incégnitas de f. Debe entenderse que todo ello ha
ocurrido excepcionalmente en este problema particular.

-El sistema lineal de ecuaciones Ka=f incluye en este caso cuatro ecuaciones con seis
incognitas, los cuatro pardmetros de la aproximacion del campo de movimientos, y las
dos cantidades t¥|, t¥;, resultantes de la integracion de las tensiones del contorno y=0.
Para resolver dicho sistema, en general hubiésemos necesitado dos ecuaciones mas, que
hubiésemos obtenido aproximando las condiciones de contorno en desplazamientos.
[lustraremos seguidamente como se hubiese realizado esto ultimo mediante el método
de minimos cuadrados. Se comienza escribiendo la expresion del error que se comete
para cada componente de desplazamiento, que es la diferencia entre el valor prescrito y
el obtenido de la aproximacién. En este caso, el valor prescrito es cero, asi que el error
es el propio valor de la componente de desplazamiento:
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_ _ X X _ X X
Error, =u —-0=N,-a; +N,-a) =x-a; +y-a)

Error, =u,—0=N,-aj +N,-a; =x-aj +y-aj

Seguidamente se impone que la integral de cada error elevado al cuadrado tome un valor
minimo, es decir se minimiza respecto de los pardmetros a,/, manteniendo y=0, la
integral del error cuadritico de cada componente. Comenzamos por u,:

aii‘ LL(ux)zdx =0= 2!: [(Nlaf + Nza;)Nl]y:OdX =0

J

X
da,

L L . .
[[@)?dx =0=2[ [(Nja} +N,a3)N, | _,dx =0 (identidad)

Procedemos andlogamente para u;:

0 (L L
[ rax=0=2f [(NJa7 +NLa)N, ] dx =0
1

d L L o
;Tyjo (u,)?dx=0=2[ [N ay +N,a)N, | dx =0  (identidad)
a3

La ultima ecuacion de cada pareja resulta en este caso una identidad, porque N, es
idénticamente nulo en y=0. Las restantes dos ecuaciones son las que necesitdbamos para
completar, junto con las cuatro de Ka=f, un total de seis ecuaciones. En este caso, las

dos ecuaciones ofrecen por si mismas los valores de dos de los parametros:
3

J’LZ(x)zai‘dxl:z?af:O = a =0

3

ILZ(X)Za{dxzm;afzo = a'=0

Lo que ya se obtuvo por apreciacion directa al resolver el problema. Lo obtenido se
corresponde con el ajuste exacto de las condiciones de contorno (cuando el ajuste exacto
es posible, minimos cuadrados dard ese ajuste exacto). El ajuste ha proporcionado dos
ecuaciones adicionales, que junto con las cuatro de la aproximaciéon de Galerkin
permiten calcular las seis incognitas. En un caso mds general, en el que ninguna de las
dos funciones de aproximacién satisficiera las condiciones de contorno en
desplazamientos, habriamos tenido una incégnita (escalar) en cada término de f, con un
total de cuatro incégnitas adicionales. En ese caso, ninguna de las cuatro ecuaciones de
minimos cuadrados habria resultado identidad, y tendriamos un total de ocho ecuaciones
utiles para determinar las ocho incégnitas a,/, t,/, k=1,2; i=x,y.

Para finalizar, insistiremos en que la aproximacién realizada es realmente muy
mala, lo que no es de extraiar: s6lo hemos empleado dos funciones, y una de ellas ha
sido descartada en el proceso. El campo de movimientos aproximado depende
solamente de la coordenada y, de tal forma que el campo de deformaciones y tensiones
resulta:
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0

Ax 0 Z_Py OL 1 0 0 OL OL
g=L-u=| 0 % E- P, c=De=El0 1 o | -2z
= y _& 3E = ! 3E 3

%y 20) ) | 2 00 4| L

El estado de tensiones ni siquiera refleja la existencia de una componente G,,, que
evidentemente existe (carga en el contorno x=0). Ademas, resultan tensiones no nulas
en la cara oblicua descargada. Los desplazamientos presentan en cambio una mejor
apariencia, como muestra la figura 7.3, ya que el vértice superior se mueve hacia la
derecha y hacia abajo, como cabe esperar a la vista de la carga horizontal y de la accién
del peso propio.

y

4\ 2pL/E
(\\ oLY/(3E)
\

I EREREE.

Figura 7.3.- Desplazamientos calculados mediante la aproximacion.

Es habitual que, como en este ejemplo, los métodos aproximados ofrezcan
resultados mds precisos en desplazamientos que en tensiones, las cuales parecen ser
inherentemente mas dificiles de aproximar por el hecho de ser derivadas de la magnitud
fundamental que se aproxima. Se puede argumentar como explicacion que si la funcién
se aproximé con orden p, las derivadas primeras se aproximan con orden p-1. Pero lo
cierto es que se observa un comportamiento similar (aunque quizd menos acusado) en
métodos en los que se pueden realizar aproximaciones independientes y del mismo
orden para tensiones y desplazamientos, como el Método de los Elementos de Contorno.

7.3.- Formulacion basica del Método de los Elementos Finitos (MEF).

El Método de los Elementos Finitos no es mds que una aproximacion de Galerkin
en la que se aplican unas pocas ideas muy sencillas a la hora de elegir las funciones de
aproximacion. A pesar de su sencillez, dichas ideas incrementan espectacularmente la
versatilidad del método para acomodarse a geometrias y condiciones de contorno
complicadas. Otras ventajas que se irdn apreciando son el claro sentido fisico que pasan
a tener las incdgnitas del problema, asi como ventajas de tipo numérico (manejo de
matrices casi vacias, entre otras). Pero quiza la mayor de todas radica en que la eleccién
de las funciones de aproximacién se sistematiza enormemente, reduciendo la
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intervencion del analista a una division inicial del dominio en celdas, pudiendo dejarse
lo demas para ser ejecutado por una implementacién comercial en ordenador. Este factor
resulté decisivo en la expansion y popularizacion del método. Las particularidades que
distinguen al MEF de una aproximacién general de Galerkin son las siguientes:

a) El campo de desplazamientos (real y virtual) se aproxima mediante funciones N;
de pequefio soporte. Se denomina asi, a las funciones que son no nulas Gnicamente en
una pequeiia regién del dominio.

Una funcién complicada puede ser aproximada excelentemente por funciones muy
sencillas si la aproximacion se realiza por trozos pequefios. O lo que es lo mismo,
podemos conseguir buena aproximacion de u, (k=x,y,z) con funciones N; muy sencillas
si sus soportes son pequefios. Procediendo asi, nos encontramos ademds con que cada
integral que contenga a la funcién de aproximacion N; s6lo debe evaluarse sobre su
soporte, es decir, sobre la pequena porcién del dominio donde la funcién N; no es nula,
y el integrando serd sencillo. Esto unido a que la geometria del soporte puede elegirse
también sencilla, mejora la precision de la integracion, que se realiza numéricamente.

De forma similar, la integral que expresa a K;;, que contiene derivadas de N; y N;,
unicamente debe evaluarse en el soporte comun (la interseccion de los soportes de N; y
N;j). Al ser pequefios los soportes, es evidente que dicho soporte comin serd nulo en
muchos casos. Esto implica que muchas submatrices K, seran nulas, lo que puede
detectarse facilmente a priori, con un ahorro de calculo muy importante.

Por dltimo, en las condiciones de contorno en desplazamientos, que segiin vimos en el
epigrafe anterior deben imponerse de forma aproximada, intervendran sélo las funciones
de forma N; que sean no nulas en el contorno. Por tanto, al ajustar las condiciones de
contorno en desplazamientos manejaremos solamente algunas de las funciones.

b) Se divide el dominio en celdas (pensemos que triangulares, para 2D). Cada
soporte serd el entorno de celdas que comparten un vértice de las mismas. Llamamos
“elemento” a cada una de las celdas, y “nodo” a cada vértice. De esta manera, cada
funcién de aproximacién tendrd como soporte el conjunto de elementos que comparten
un nodo. Lo anterior asocia una funcién de forma N; a cada nodo i.

elemento e

Figura 7.4.- Discretizacion del dominio mediante elementos triangulares.

Esta manera de elegir los soportes de las funciones admite un tratamiento sistematico
por ordenador una vez que se ha establecido la "malla" de elementos. Ya casi todos los
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programas comerciales tienen también ayudas para generar la malla a partir de unos
pocos parametros (nimero de nodos en cada porcion del contorno, previamente definido
como entidad geométrica, por ejemplo). La figura 7.4 muestra una posible malla de
elementos triangulares para un problema bidimensional. Tal como ocurre en la figura, es
habitual que la geometria del contorno no pueda ser descrita exactamente por el tipo de
elementos que se usen (sea cual sea éste), lo que supone una nueva fuente de
inexactitud. Sin embargo, podemos ajustarnos a dicha geometria tanto como queramos
aumentando el nimero de elementos, al coste de aumentar el volumen de calculos.

c¢) Cada funcién de aproximacién N; vale la unidad en su nodo, y cero en los demas. Por
supuesto vale cero en los nodos alejados del nodo 1, ya que caen fuera del soporte de N;.
Lo que establece esta condicion es que N; valga cero también en los nodos vecinos al
nodo i, los cuales estdn en el borde del soporte de N;. En problemas bidimensionales,
una representacion del valor de N; en la tercera dimension, es una pirdmide cuya base
estd formada por los elementos que comparten el nodo i, como indica la figura 7.5.

Figura 7.5.- Funcién de aproximacién N; asociada al nodo i.

Esta eleccion hace que los 3N pardmetros indeterminados de la aproximacion tengan un
claro significado fisico, ya que al particularizar el campo de desplazamientos
aproximado en las coordenadas del nodo i, resultard que sélo N; es distinto de cero, y
vale la unidad. Véase:

E(X,Y’Z):[l'Nv o, NG, o l'Nn]‘ﬂ

1

a;
En las coordenadas del nodoi = u(nodo i):[(=), e, I, e, 0}@: al
a;

La igualdad anterior expresa que los pardmetros que multiplican a la funcién de
aproximacion N; son precisamente las componentes de desplazamiento del nodo 1 del
s6lido, siendo éste el claro significado fisico al que se ha hecho referencia.

También los términos de f pasan a tener un significado fisico. Para verlo, considérese
una fuerza concentrada F, que actia sobre el nodo i. Recordemos que una fuerza
concentrada se interpreta como una distribucién de tensiones "muy intensa", pero que
actia en un entorno "muy pequefio” del punto, de forma que su resultante tiene las
componentes de la fuerza concentrada. Llamando Ent(nodo i) a ese entorno
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arbitrariamente pequefio, y pensando por ejemplo que la carga es de contorno (si es de
dominio el razonamiento es idéntico), tenemos:

XdS=F

Ent(nodo i)

La aportacion de esta fuerza concentrada al término de cargas f se calcula del modo
habitual, integrando en la regién del dominio donde el integrando no se anula, es decir,
en el entorno del nodo. En este dominio de integracion, arbitrariamente pequefio, las
funciones de forma tienen valores constantes: las de todos los nodos valen cero, salvo la
del nodo i, que vale uno. Por tanto solamente habrd aportacién a la submatriz f;
correspondiente al nodo 1:

FX
Aportacién a f, = j N XdS= j N XdS=N (nodo i) j XdS=1I j XdS=F=|F
1 = Ent(nodo 1) - - Ent(nodo i) _Em(nodo i) FZ

Que son las componentes de la fuerza aplicada en dicho nodo. Por tanto, para incluir el
efecto de una fuerza concentrada que actia sobre el nodo 1, s6lo hay que llevar a las tres
posiciones de f; las tres componentes de la fuerza. Esta particularidad es interesante por
si misma para tratar las fuerzas concentradas llegado el caso, pero tiene ademds una
"segunda lectura": podriamos sustituir las cargas originales del problema (distribuidas)
por unas fuerzas concentradas en los nodos, cuyas componentes fuesen las de f; para
cada nodo i. Evidentemente el modelo aproximado resulta idénticamente el mismo, y
conduce por tanto a los mismos resultados. De ello obtenemos el significado fisico de
los términos como f;: son fuerzas concentradas en los nodos con las que el modelo de
aproximacion representa el efecto de las cargas originales del problema. Por ello se
suele denominar a las submatrices f, de f fuerzas equivalentes en los nodos.

Interpretacién como discretizacion en elementos.

Cuando tenemos que integrar una funcién que tiene distinta expresion analitica en
distintos trozos del intervalo de integracion, de modo natural procedemos evaluando la
integral en cada trozo para después sumar los resultados parciales. Del mismo modo,
realizaremos la integral necesaria para evaluar K;; (también f;), integrando en trozos del
dominio de integracién, y sumando después las integrales parciales. Claramente, cada
"trozo" referido serd un elemento, dado que en un elemento cada funcién de forma
mantiene una expresion analitica. Por ejemplo, la figura 7.6 muestra el caso en que los
nodos 1 y j son adyacentes (decimos que lo son si hay al menos un elemento al que
ambos pertenecen).
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X
Figura 7.6.- Dominio de integracion. Caso de nodos adyacentes.

En este caso, el dominio de integracion para K;; constard de los elementos p y q
indicados, ya que ellos constituyen la interseccion de los soportes de las funciones N, y
N;. Realizaremos la integral por trozos, integrando en cada elemento y sumando esas
integrales parciales. Distinguiremos el resultado de cada una de esas integrales parciales
con un superindice indicativo del elemento sobre la que esté realizada, seglin se muestra
a continuacion:

( )d
J

) DL

K=, (LX) -

=jj g

[T e v o

lw,
I
Iz

Iz <

JdeK@+K@

=ij =ij

Iz

Cuando se trata de calcular una submatriz tipo K., el dominio de integracion constara de

11°

todos los elementos que constituyan el soporte de N;. La figura 7.7 muestra por ejemplo
un caso en que dicho dominio esté constituido por seis elementos, p, q, 1, s, t, m.

X

Figura 7.7.- Dominio de integracion. Caso de nodos coincidentes.

Procederemos andlogamente calculando la integral en cada elemento y sumando:

E.:I(L-H.)T-Q-(L-E,)-de =I +j +j +j +j +j =
=1u Vi= =1 = \= = p+q+r+s+t+m p q r s t m

SKP LK@ LK 1KY KO 1K™
El otro caso posible, en el que los nodos i,j sean no adyacentes, conlleva que la
submatriz K;; sea nula, ya que no hay soporte comin de N; y N;. En todo caso, podemos
expresar de modo simbdélico que la submatriz K;; serd la suma de las submatrices K,

n_n

correspondientes a integrar sobre cada elemento "e" que forme el soporte comun:
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K =YK
=i gq (7.14)

La submatrices f; del término de cargas admiten una expresion similar. En este caso no
hay consideraciones relativas al "soporte comun", ya que sélo interviene una funcién de
aproximacién (la N;), y el dominio de integracion consta de los elementos que
componen el soporte de esa funcion. Realizando la integral correspondiente por
elementos, tendremos:

£ =5f (7.15)

Donde
£ = [ (N)" XAV + [ (N)'XdS+ [ (LN )" De'dV

Por supuesto, solo deberemos evaluar cada una de estas integrales en los elementos en
que exista respectivamente, alguna carga de volumen, carga de contorno, o deformacién
inicial. Adicionalmente, la segunda integral s6lo debe evaluarse en elementos con
alguno de sus lados sobre el contorno del sélido, habiéndose notado como S¢€ la parte de
S que corresponde al elemento e.

N%

Figura 7.8.- Funcién de aproximacion asociada al nodo i y al elemento e.

El haber definido las aportaciones elementales Keij, fe,, hace natural definir también
las "funciones de forma elementales": N¢, serd idéntica a la funcién de forma N; dentro
del elemento e, pero serd nula fuera de este elemento. De esta manera, N¢, serd una de
las caras de la pirdmide de la figura 7.5. La figura 7.8 muestra graficamente una
representacion de esta funcion de forma del elemento.

Dado que para calcular la submatriz Ke;; s6lo vamos a integrar sobre el elemento e, se
cumple evidentemente que:

KO =[ (LN) DN )-av=] (L-N7) Do (L-N)av o

Para f¢, cabe aplicar idéntica consideracion. Desde el punto de vista conceptual no ha
habido ninguna novedad. Operativamente, sin embargo, encontramos que podemos
calcular por separado las aportaciones de cada elemento a la matriz de rigidez (también
al vector de cargas), y posteriormente sumar las que tengan los mismos subindices para
obtener el valor correspondiente de la matriz global K (igualmente para f). Al acto de
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sumar las aportaciones elementales se le denomina frecuentemente "ensamblar” la
matriz de rigidez (o el término de cargas). Es aconsejable proceder considerando por
turno cada elemento, calculando todas sus aportaciones de interés, y ensamblar después
las matrices globales, con toda la informacién relevante ya calculada. El calculo por
elementos nos obliga a ser organizados, y lo que es mds importante, sistematiza el
proceso de manera adecuada para ser implementado en ordenador. Por otra parte, las
integrales a calcular serdn siempre sobre un elemento, con lo que los integrandos
tendran una sola expresion analitica en cada integral.

La presentaciéon del concepto de matrices y funciones de forma elementales
realizado en los parrafos precedentes, constituye la base para poder introducir ahora la
interpretacion de la aproximacion como discretizacion en elementos, lo que constituye
el objeto principal de este apartado. Imaginemos un elemento p separado del resto del
sOlido, constituido él mismo en sélido independiente, sobre el que actian fuerzas
concentradas en los nodos, que denotaremos como FP; (elemento p, nodo i), como
muestra la figura 7.9.

Fép) k
@ |
F(p)\A Fj(p)

1

Figura 7.9.- Elemento triangular aislado, sometido a fuerzas en los nodos.

Habiendo calculado las submatrices elementales de rigidez, es inmediato plantear la
ecuacion que rige el comportamiento de este elemento aislado:

K(P) K(P) K(P) F(P)
—ii =ij =ik gi o
K?” K” K" | a|=|F"
=ji =ijj =jk || = -

a (p)
K(P) K(P) K(P) ay Ek
=kKki =Kkj =kk

Pensemos ahora que el elemento, estd conectado a otros elementos vecinos a través de
sus nodos, y consideremos todos los elementos que comparten el nodo i. Sea por
ejemplo la configuracion de nodos y elementos que muestra la figura 7.10. Por
simplicidad se supone que s6lo dos elementos, p, q, comparten el nodo i, pero el
razonamiento que sigue no se ve afectado si hay mas elementos. Se asume ademas que
actda una fuerza exterior f; sobre el nodo i (que podria ser la "fuerza nodal equivalente",
o simplemente una fuerza concentrada).
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Figura 7.10.- Elemento conectado a otros a través de sus nodos.

La suma de fuerzas que actian sobre el nodo i debe ser cero. Estas son: la fuerza
exterior y las que actiian sobre los elementos cambiadas de signo. Por tanto:

E”+EY =f,

—1

Es decir:
K™a +K"a

=i =i — i

+K”a, +K%a, +K"a, +K'Va, =f,
] =ik — =ii —! =ik — =il — =1

O sea:
(K” +K"a, +K™a +(K®” +K")a, +KVa, =f,
=i —ii — =ij -] —ik —ik — =il — —_

Como se aprecia en la figura 7.10, las aportaciones a K;; y a K, son sélo las de los
elementos p y g, mientras que la Unica aportacion a K;; es la del elemento p, y a K, la
del elemento q. Por tanto es correcto escribir la tltima ecuacién como:

Eii 4 +£ij§j +£ik 2 +£il a,=f
Que contiene todos los términos no nulos de las ecuaciones (dos o tres, seglin sea un
problema 2D o 3D) correspondientes al nodo i en el sistema general de ecuaciones
Ka=f. Lo realizado para el nodo i puede hacerse para cualquier otro, obteniéndose asi

todas las ecuaciones de la aproximacién. Esto nos proporciona la siguiente manera
alternativa, atractiva fisicamente, de entender la aproximacién por Elementos Finitos:

Hubiésemos obtenido el mismo modelo de aproximacion dividiendo el sélido en
trozos (elementos) y uniéndoles entre si por sus nodos. Planteando el equilibrio de
cada nodo resulta el mismo sistema de ecuaciones obtenido primeramente en este
epigrafe 7.3 a partir de la aproximacion de Galerkin. Para plantear ese equilibrio
debemos conocer (o0 aproximar) el comportamiento aislado de cada elemento.

Historicamente, el Método de los Elementos Finitos nacid hacia los anos 1955-1956
basdndose en esta idea de "discretizacion en elementos”, es decir, suponiendo un
comportamiento simplificado para las porciones pequeias (pero finitas) del continuo, y
conectandolas entre si de una manera también simplificada. Esta idea tiene sus
antecedentes directos en trabajos anteriores (década de 1940), que sustituian el
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comportamiento de un continuo por sistemas de barras conectadas entre si, empleando
para ello diversos criterios.

Hoy dia, dicho enfoque histérico es todavia empleado por algunos autores para presentar
de un modo rdpido esta técnica de aproximacion, sin necesidad de referir a
conocimientos previos como el PDV o la aproximacién de Galerkin. Cuando se sigue
este camino expositivo se precisa aclarar ciertas cuestiones laterales, como por ejemplo
“¢qué ha ocurrido con las tensiones entre las caras de los elementos?”, ya que no es
evidente si es razonable (y hasta qué punto) sustituir el s6lido continuo por un conjunto
de solidos poligonales unidos so6lo por sus esquinas. A pesar de las aclaraciones que se
ofrezcan, tal exposiciéon corre probablemente el riesgo de que, a falta de otros
conocimientos en los que apoyarse, el lector piense que la aproximacion ha sido
planteada de modo tentativo, y simplemente "funciona" (histéricamente ocurrid
precisamente asi).

Por ello se ha considerado preferible presentar el Método de las Elementos Finitos en el
ambito de todo un “cuerpo de doctrina” de los métodos aproximados, que deja muy
poco lugar a dudas acerca de la verosimilitud de las aproximaciones. El lector tendra
claro, en efecto, que simplemente se han planteado tantas condiciones necesarias para el
equilibrio (PDVs) como ha sido preciso para obtener un nimero de ecuaciones que
permita calcular los pardmetros indeterminados del campo de desplazamientos
aproximado. La interpretacion que de ello pueda hacerse serd en todo caso un detalle
marginal, que no afecta al planteamiento del método.

En resumen, en este apartado se ha mostrado que la aproximacion de Elementos Finitos
admite la interpretacion de considerar al s6lido como formado por elementos que estan
unidos solamente por sus nodos, garantizando la continuidad de los desplazamientos.
Por atractiva que esta interpretacion pueda resultar, se pretende simplemente que el
lector tenga noticia de ella, no que cambie su punto de vista acerca de los fundamentos
del método. También se ha mostrado que desde el punto de vista operativo conviene
proceder organizadamente, calculando en primer lugar las aportaciones elementales de
interés y realizando después su "ensamblado".

Consideraciones adicionales.

El término de cargas f de la aproximacién, ver ecuacién (7.12), consta de dos
integrales de dominio mas una integral de contorno. El integrando de las integrales de
dominio son normalmente conocidos, y esas integrales deben ser evaluadas alli donde
no se anule el integrando, es decir en todos los elementos donde la fuerza de volumen o
el campo término no se anulen. El integrando de la integral de contorno es desconocido
en las zonas de desplazamiento prescrito, por lo que apareceran incognitas en f (nétese
que las funciones de forma de Elementos Finitos no satisfacen automdticamente las
condiciones de contorno en desplazamientos). Por lo demds, la integral de contorno
debe asimismo evaluarse en los elementos en que el integrando no se anule.
Discutiremos brevemente los casos que pueden presentarse al respecto. En primer lugar,
las funciones de aproximacion de nodos que no pertenecen al contorno del sélido, valen
cero en dicho contorno (por ejemplo el nodo j de la figura 7.11, y cualquier otro nodo
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interior). Las integrales de contorno que incluyan las funciones de forma de estos nodos
seran cero. Por ejemplo, en la figura 7.11, N;=0 en el contorno, por lo que la aportacion
de la integral de contorno correspondiente a f; es nula:

[N Xas-o

Figura 7.11.- Discretizacién en el contorno del sélido.

Por consiguiente, hay muchos términos de f para los que no hay que calcular la integral
de contorno: todos los f; correspondientes a nodos j interiores, y ademds todos los nodos
de contorno en cuyo soporte (el de su funcioén de forma) no haya carga de contorno. Por
el contrario, si el nodo 1 estéd situado en el contorno y existe carga de contorno no nula
en el soporte, debemos sumar las contribuciones de los elementos que constituyen dicho
soporte. Es el caso del nodo 1 de la figura 7.11, cuya funcién de forma N; no es nula en
el contorno en los elementos q y m. Realizamos la integral correspondiente sumando
("ensamblando") las aportaciones elementales:

Ty _ (M\TYr . (D\TY (M\TY  4Q —
JIN'Xds=[ (NPYX-dS+ [ (NT)TX-dS+ [ (N™)TX-dS =

=J,, MNXds+ [ (N™)'X-dS
Sq =1 Sm =i

En principio se ha incluido también una integral extendida al contorno del sélido
perteneciente al elemento p, Sp. Sin embargo, Sp se reduce a un punto, por lo que la
integral correspondiente es nula. Cabria discutir que no lo fuera si en integrando se
hiciese infinito en ese punto. El inico caso que estudiaremos en el que eso puede ocurrir
es el de fuerza concentrada, y ya se ha visto que finalmente su tratamiento resulta muy
simple, no siendo siquiera provechoso el considerar sus aportaciones elementales.

Como segunda y udltima "consideracion adicional" en este apartado, llamaremos la
atencion sobre el hecho de que la submatrices K;; de K admiten una interpretacién como
coeficientes de influencia, pero definidos en un sentido de rigidez en lugar de en el
sentido inverso, de flexibilidad, con el que se trabajé en el epigrafe 5.10. Es decir, cada
componente de un "tensor de coeficientes de influencia" definido en (5.11) representaba
el desplazamiento de un punto en cierta direccién cuando se aplicaba una fuerza unidad
en otro punto y segun otra direcciéon. En cambio, cada componente de una "submatriz de
rigidez" representa la fuerza que aparece en un nodo segin una direccién cuando se
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impone un movimiento unidad en otro nodo segin otra direccidén, y movimiento nulo en
todas las componentes de todos los nodos, salvo la citada. La figura 7.12 ayudard a
apreciar lo anterior.

Ty

=

ekt
L

I_<ij £

XXX
XXX
XXX

o
>

Figura 7.12.- Estructura del sistema de ecuaciones final.
El interés de la apreciacion anterior es doble:

Por una parte, establece una relacion entre la matriz de rigidez y la de coeficientes de
influencia. En efecto, considérese la matriz global de coeficientes de influencia para un
problema con determinadas condiciones de contorno en desplazamientos, que relacione
todos los movimientos de los nodos con todas las fuerzas nodales existentes, en ambos
casos exceptuando a los nodos con desplazamiento impedido. La ecuacién
correspondiente serd del tipo a'=Cf' (a' y f' contienen las variables asociadas a todos los
nodos salvo los de desplazamiento impedido) La matriz global de coeficientes de
influencia C, admite inversa (recuérdese que estd definida para unas condiciones de
contorno en desplazamientos prefijadas, ver epigrafe 5.10), por lo que podemos escribir
la relacién inversa C-la'=f". Si en la ecuacién global de la aproximacién por elementos
finitos, Ka=f, imponemos las condiciones de contorno (homogéneas) en
desplazamientos y descartamos las variables asociadas a nodos con desplazamiento
impedido, obtendremos una relacién del tipo K'a'=f". Veremos en los ejemplos que esta
imposicion de condiciones de contorno se hace simplemente eliminando filas y
columnas de K, por lo que K' resulta ser simplemente un subconjunto de K. Es por
tanto evidente que C-1, inversa de la matriz de coeficientes de influencia, es igual que
K', matriz de rigidez con las condiciones de contorno ya impuestas.

Por otra parte, permite apreciar que las nueve componentes, -cuatro en problemas 2D-,
de cada submatriz K;; forman un tensor (cartesiano de orden dos, pero en general no
simétrico), ya que relaciona dos vectores. Frecuentemente es util transformar las
variables a coordenadas inclinadas (para imponer condiciones de contorno segun
direcciones inclinadas, por ejemplo). Para transformar la submatriz de rigidez a otros
ejes sélo hay que aplicarle la ley de transformacién de los tensores. Se sugiere que para
ello se exprese primeramente la ley de transformacion de forma matricial, y se aplique
de esta manera, para evitar confusién con los subindices de K;;, que aqui no representan
las coordenadas espaciales, sino a los nodos iy j.
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7.4.- Ejemplos.

Ejemplo 1.
Pretendemos averiguar, sin calcular su valor, qué posiciones de la matriz global K

correspondiente a la discretizacion bidimensional de la figura 7.13 son distintas de cero.
Lo serdn aquellas en las que se deba ensamblar la aportacion de algin elemento.

2 4

@
1 EDINED) NP
T« N

5

Figura 7.13.- Problema bidimensional. Discretizacion: seis nodos y cuatro
elementos triangulares.

La matriz K que resulta de aplicar el MEF es una matriz cuadrada, formada por
submatrices K; de dimensiones (2x2) en problemas bidimensionales. Cada submatriz se
expresa como:

T
K :L(L'E-) '2'(L'N)"W

=ijj = =j

Cada integral como la anterior debe evaluarse alli donde el integrando no sea nulo, es
decir, en el soporte comun de las funciones N; y N;. Por ejemplo, K, debe evaluarse en
todo el soporte de N, que esta formado por los elementos 1 y 2. Por tanto:

De modo andlogo, procederemos sucesivamente para cada par de nodos, siguiendo el
orden 11, 12,..., 16, 22, 23, ..., 26, 33, 34,..., 36, 44, 45, 46, 55, 56, 66, apreciando en
cada caso si las funciones de forma correspondientes tienen soporte comun. En caso
afirmativo habrd aportaciéon no nula de cada elemento que constituya el soporte comun.
En caso negativo la submatriz serd nula. No es preciso ocuparse de las submatrices bajo
la diagonal principal de K, como K, ya que K ,=KT,,.

K,=[(L'N) D(LN

Jav=J(LN) D (LNY) av=K]

K =K%

=13 =13

K, =K"+K?

=14 =14 =14
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Nos ocupamos ahora de las submatrices cuyo primer subindice corresponde al nodo 2,
comenzando por K,,:

K =K"; K

=22 =22 =23

=0; K =K. K =K =0

=24 =24 =25 =26

Ahora seguirfamos con las submatrices cuyo primer subindice corresponde al nodo 3,
comenzando por Ki;, etc. El proceso seria en todo andlogo para el resto de términos. Si
vamos apuntando en su emplazamiento final (de la matriz global) las aportaciones no
nulas que vamos encontrando al seguir el proceso anterior, encontramos que la
estructura de la matriz global es:

m ) 0
1 2
KY +K® K" K 514 +=14 0 =
=11 =11 |=I12 =13 . = O
K® 0 K" 0 =
S = =24 3) “4)
2 3) ) e 3) K K% TR
K. +K ' +K K+ =35 |70 =
K= =33 =33 =33 =3 2 3
- O, @, 3 0 K
K7+K7+K = =
=44 —44 —44 4) (4)
=55 =56
3 4
K® +K®
=66 —66
Ejemplo 2.

Nos interesa saber (sin cdlculos) como serd la estructura del sistema de ecuaciones
del MEF aplicado al problema que se indica en la figura 7.14, teniendo en cuenta las
condiciones de contorno en tensiones y desplazamientos. La figura izquierda muestra el
solido con sus condiciones de contorno, y la figura derecha muestra la discretizacion
empleada, asi como las cargas concentradas y reacciones en los apoyos, empleando la
misma notacién que venimos manejando en la exposicién del MEF.

Comenzamos por imponer las condiciones de contorno en el término de
desplazamientos y en el de cargas. Este tltimo no requiere el cdlculo de integrales en
este caso, ya que todas las cargas son fuerzas concentradas:

a=[(0 0).(a @)0 0)(ar ap)(a (e a)]

=8 £).0 0.( £).0 0).(0 -1).(+1 0]
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1 Y2
L ON s
—> —>
X f]x 2
fly f3y

Figura 7.14.- Problema bidimensional y su discretizacién.

La estructura de la matriz de rigidez se averigua mediante el mismo procedimiento
utilizado en el ejemplo anterior:

@ (3) (3) 0
1
K" +K%| K 0 LMy K, =
=11 =11 -
) o K% K" +K? 0 0
522 +£22 =2 =2  =u = K
2 4 2 4 ot
K= 5;3) +£;3) 524) +£;4) 3) Q 5) (4)_36 (5)
= M ) 3) ) @KV +KV K K
K'"+K "+K 7 +K "+K7'[=4 =4
—44 =44 —44 —44 =44 3) ) (5)
K, +K K
=55 =55
K® +K®
=066 =66
0 fr
0 f)
X
a, 0
y
al 0
0 £y
. . 0 )
Y el sistema de ecuaciones es: K| . |=]"
= |a, 0
y
a; 0
X
a; 0
y
a; -1
X
ag 1
y
ag 0

Podemos extraer algunas ensefianzas interesantes de este ejemplo:
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En primer lugar, todas las submatrices K;;, K;;, (i=1...6), se van a multiplicar por cero
en el sistema de ecuaciones. Podriamos haber prestado atencion a este detalle y obviar
su célculo. Esto ocurrird siempre con los nodos cuyo desplazamiento esté totalmente
impedido, como es aqui el caso de los nodos 1y 3.

En segundo lugar, apreciamos que si en un nodo es incdgnita la componente de
desplazamiento segin una direccidén, la componente correspondiente de la "fuerza
nodal" no es incdgnita, y viceversa, si la incognita es el desplazamiento no lo es la
fuerza. Por tanto el sistema de ecuaciones se mantiene con 2n incognitas (3n en
problemas tridimensionales; n= nuimero de nodos). Esto ocurrird siempre en las
aproximaciones de Elementos Finitos, pero en general no ocurria con una aproximacion
de Galerkin (a menos que las funciones de aproximacién se ajustasen de partida a las
condiciones de contorno en desplazamientos).

En tercer lugar, vemos que las ecuaciones (escalares) 3%, 47, 7%, 8%, 9% 107, 11* y 12°
forman un sistema de ocho ecuaciones con ocho incégnitas (todas ellas
desplazamientos). Este sistema de ocho ecuaciones es resoluble, y permite calcular
todos los desplazamientos nodales desconocidos. Una vez realizado esto, pueden
calcularse las fuerzas nodales desconocidas empleando el resto de las ecuaciones (1%, 27,
5* y 6*). Este procedimiento es aplicable con generalidad para calcular las incdgnitas de
una aproximacion por el Método de Elementos Finitos.

Ejemplo 3.
Determinaremos la expresion de la funcién N, asociada al nodo i y definida sobre

el elemento triangular de tres nodos e (figura 7.15).

C

y a &

b
X

Figura 7.15.- Elemento 2D triangular de tres nodos.

Las condiciones bésicas que debe cumplir dicha funcién son: valer la unidad en el
nodo i, y cero en los restantes. Estas condiciones proporcionan en nuestro caso tres
ecuaciones, que permiten determinar tres pardmetros. Casi siempre se utilizan funciones
de forma polinémicas. Podemos completar un polinomio de primer grado en x,y, para la
funcion de forma asociada a cada nodo del elemento:

Nz(ie) = a’a +Bax +’Yay > Ni)e) = ab +Bbx +Yby 5 N((:e) = ac +BCX +’ch
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Que expresado en forma matricial es:

a‘a a‘b a‘c
N N© N9]=1 x y]{B, B, B.
Ya Yb Yc

Planteando la expresion matricial anterior para las coordenadas del nodo “a” (X,, y.), nodo “b”
(Xp, ¥p) Yy nodo “c” (X, y¢), resulta:

NS (x) NY(x) NE(x,) Lx, oyl o «

1 0 O
Nz(le)(ﬁb) N:)e)(ﬁb) Nie)(ﬁb) =10 1 0|=|1 Xy Yo | Ba Bb Bc
NJ(x) NJ(x) NPx)| [00 1] [T x0 v (Y % Y

Luego las dos matrices del miembro derecho son una la inversa de la otra. Invirtiendo la
matriz de coordenadas de los nodos obtenemos la que contiene los coeficientes de las

funciones de forma del elemento:

-1
o, o, o I x, vy,

a C

B. B, B.|=[1 x, ¥,
Y. Y Y. I x. y.

El procedimiento anterior, puede aplicarse para cualquier otro tipo de elemento, bi o
tridimensional. No estamos limitados a elementos triangulares, ni de lados rectos (aunque si
debemos asegurar la continuidad de desplazamientos entre elementos). Por ejemplo, puede
utilizarse un elemento bidimensional de ocho nodos como el mostrado en la figura 7.16.
Habiendo 8 nodos, podremos incluir 8 pardmetros en cada funcién de forma. Como regla
general, conviene plantear polinomios completos hasta el grado que sea posible, y no incluir
términos de orden superior si no se ha completado el polinomio de orden inferior. En este
caso podemos completar un polinomio de segundo grado (que en dos dimensiones tiene 6
términos), y deberemos tomar ademds 2 de los términos de cuarto grado, por ejemplo los xy,

Xy’

Figura 7.16.- Elemento bidimensional de ocho nodos.

La funciéon de forma de cada nodo i del elemento, tendria una expresion del tipo
ai+bix+ciy+dix2+eixy+fiy2+gix2y+hixy2, y los coeficientes a; ... h; (con i=1..8) se podrian
encontrar mediante una ecuacion matricial similar a la planteada para el elemento triangular.
El uso extensivo de este procedimiento tiene algunos inconvenientes. En primer lugar, la
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existencia de matriz inversa no estd garantizada para todas las geometrias. Por otra parte, la
inversion de una matriz para cada elemento llega a suponer un coste computacional
apreciable. Ademads, el definir elementos complicados siguiendo el procedimiento descrito
complica la integracién numérica. Debido a ello, y aunque algunos de los primeros programas
de Elementos Finitos utilizaban este procedimiento, en la actualidad se prefiere plantear estos
elementos “complicados” (de lados curvos y orden superior) mediante una transformacion de
un dominio normalizado de geometria parecida a la que aparece en espacio X,y, pero mas
sencilla.

En el dominio normalizado las funciones de forma estdn definidas y son siempre las mismas.
Las integraciones numéricas se plantean también en el dominio normalizado, no presentando
mayor problema que la inclusién en la integral del Jacobiano correspondiente a la
transformacion de la geometria normalizada en la real. Simplemente hay que cuidar que la
distorsion del elemento real respecto de la geometria normalizada no sea excesiva. Por
ejemplo, el elemento de la figura 7.16 en el espacio x-y podria obtenerse mediante
transformacién de un elemento que en un espacio normalizado -1 fuese un cuadrado de
lados rectos que ocupase (-1,+1) en cada coordenada, y tuviese nodos en las esquinas y en la
mitad de los lados. El concepto "tipos de elementos” que un programa comercial de
Elementos Finitos tiene implementados" se corresponde con las configuraciones en el
dominio normalizado que el programa tenga programadas, y conviene conocer cOmo estin
construidas para no distorsionar el elemento demasiado, lo que podria causar la no biunicidad
de la transformacidn, e inexactitudes en la integracion numérica. Los detalles de esta técnica
de transformacién no son complicados, pero caen fuera de los propdsitos de esta breve
introduccién al MEF. El lector interesado puede consultar por ejemplo el libro de Zienkiewicz
recomendado al final del capitulo.

Ejemplo 4.
Con el fin de consolidar las ideas expuestas en los ejemplos anteriores, aplicaremos paso

a paso el Método de los Elementos Finitos al problema propuesto en la figura 7.17.

Figura 7.17.- Placa triangular sometida a carga uniforme en su cara oblicua.

— %> p=1 (N/om)
E (N/cm?)
1cm v=0
b=1 (cm)
1 cm

lem |~ 1cm |
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Dicha figura, muestra un s6lido de seccidn triangular y espesor unidad (b=1cm), sometido
en su cara oblicua a una carga uniformemente distribuida de valor p=1 (N/cm), y sustentado
seglin se indica. Las caracteristicas eldsticas del material que compone el sélido a analizar
son: Mdédulo de Young E (N/cmz), y Coeficiente de Poisson nulo. La discretizacion empleada
es la que se indica en la figura 7.18, y consta de dos elementos triangulares y un elemento
cuadrado. La posicion geométrica de los nodos se ha elegido coincidente con la de los apoyos,
para que las condiciones de contorno en desplazamientos se puedan imponer facilmente.

4@>5@> 4){
R I P

Figura 7.18.- Discretizacién del dominio empleada.

En primer lugar, determinamos las expresiones analiticas de las funciones de
aproximacion del campo de desplazamientos N.(©), para cada nodo i y elemento e.

Elemento 1: En nuestro caso, dado lo sencillo de las geometrias elementales, las funciones de
forma se pueden encontrar por simple inspeccién. No obstante aprovecharemos para ilustrar el
procedimiento expuesto en el ejemplo anterior. Para un elemento de tres nodos,
consideraremos un polinomio completo en X,y, como funcién de forma. Obtendremos los
coeficientes invirtiendo la matriz de coordenadas nodales:

. -1

a o, o, [1 0 2 NP =y-1
B, B, Bs|=[1 0 1| =>N=2-x~y
o . v 111 N§’ =x
Elemento 3:
o, o, o] [1 1 1 Ny =y
B Bs Be|=|1 1 O = N?):Z—X—y
Y5 Vs Vs _1 2.0 N(63) =x-1

Elemento 2: Se trata de un elemento con cuatro nodos, y por lo tanto, como funciones de
forma podemos considerar polinomios en X,y, con cuatro pardmetros indeterminados.
Siguiendo la pauta recomendada, elegimos completar el polinomio de orden uno (tres
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términos). Debemos incluir un término mds aunque con ello no podamos completar un
polinomio de orden dos. Elegimos por ejemplo el término xy:
o, O, O, O

[N<22> N<32> NE‘Z) Ngz)]:[l Xy xy]' Bz Bs B4 Bs
Y- Y5 Yo Vs
8, o6, 98, 9

Planteando esta ecuacién para cada uno de los nodos del elemento e invirtiendo la matriz
correspondiente, obtenemos los coeficientes de las funciones de forma:

1

a, o; o, o5 [1 0 1 0] NP=y-xy

Bz Bs B4 Bs _ 111 :>N§2) =Xy

Yo Vs Vi Vs 1 000 N =1-x —xy+xy
o5, o6, 9, O 1 100 N =x—xy

A continuacidn, calcularemos las aportaciones de cada uno de los elementos a la matriz
de rigidez global. La matriz de constantes elasticas es:

ElvO 10 0
D=——5|v 1 0 |=E[0 1 0
- 1=V

ool_TV oo%

Elemento 1. Las funciones de forma del elemento 1 son lineales, por lo tanto, sus derivadas
son constantes:

ON" _ JONY' _ ONY'
ox " ox " ox
N®  9N® 9N
=;—%=-1—>=0
dy dy dy

Con esto tenemos:

00 10 000 o
Km:fvE( j01 0|0 ldV:E(Z }

=11 O 1 O

10 0]-1 0
00 1 -V -1
K(”:IVE( jo 1 o0 -1 de%( /) A}

= 010
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<

7\
(e}

)
—
N—
O =
- O
o O
O =
o O
o
<
|

| tr1
VR
&
[\
N—

= 2%/

1o 0 0
1/ {0 1
00 ¥
10 0]-1
-1 0 -1
g‘n:jE( j01 00 -1dv= 672 /2
=2 N0 -1 -1
1
00 1

10 0](1 0
1 -1 0 -1 B(-1 -/
K, =[E 01 010 0[dv==
RN 1/ l0 1 20 =)
00 Y
10 0]1 0
" 100 g(l 0
K'=|E 01 00 0dv=2]
=" N7lo o0 1 210 1
00 N0 1

Elemento 3. Cada una de sus funciones de forma sélo difiere en una constante de las del nodo
homologo del elemento 1, por lo que sus derivadas son idénticas. Por tanto, no tenemos mas
que cambiar el nombre de los nodos del elemento 1, y obtenemos las submatrices del
elemento 3:

KO = K(“:E{% 0] K® =k = / / K® =g® = [ / /J
2 1

=33 =11 - -
0

=55 _22 2 y / =35 _12
-1 -1
K® =g® :E 1 A K} =K' :E(O %] K® =g® :E(l 0 J

=56 =23 2 0 _% =36 =13 2 0 0 =66 =33 2 0 %

Elemento 2. En este caso, las derivadas de las funciones de aproximacion no son constantes al
variar X,y, y debido a ello el cdlculo explicito de las integrales es mdas molesto.
Simplificaremos dicho calculo realizando una integraciéon numérica, tal como haria cualquier
programa comercial. Aproximaremos el valor de la integral por el resultado de multiplicar el
valor del integrando en el punto medio del elemento por el drea de éste. En esto consiste la
cuadratura de Gauss de un punto (pricticamente todos los programas comerciales usan
cuadraturas de Gauss superiores, de cuatro o mds puntos). Las derivadas de las funciones de
forma y sus valores en el punto medio del elemento, se incluyen en la siguiente tabla

(2) (2) (2) (2)
N N/ N N!

d /0x -y -172 y 172 y-1 -172 y-1 172
d /dy I-x 172 X 172 x -1 -172 -X -172

Utilizamos esta integracion aproximada para calcular las aportaciones del elemento 2:



> RN %V = \JAA %% %/ N
= 32N seae weae W - _ PN
- — L w0 XXX = =
e e e e e e T
/1 %O/%O/Z NINY o | ! %Oy
/Oy/|\ I yO// // %% /

00000 - O (] < - < S [a)
L - - s o — o ©
A —_ o O \|/AU N T e N
’ N Q = AN
A R T
o xU o x{ o xU o
. A N o
=, o o7 Ne W, oam
—
I /_[\ 4 /lﬂl\ | Ry
~ m —m 8
o q 0 m 0 0 K
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% 0 _% -1

K?” ~E _% ’ _% (1) (1) 8 0 —12 1=E
=45
0 _% _% 0 0 % _% % % %
Aol 20 % %
K® ~E| /2 /

0 0

o // /_%/ //

Calcularemos a continuacion el término de cargas (de fuerzas nodales equivalentes). No
tenemos carga de volumen, por tanto:

f=[ N"-X

Y las aportaciones elementales a cada submatriz de f son:

(e)X
=] () Feas] [NX s

No vamos a considerar aqui las cargas puntuales aplicadas en los nodos, que simplemente
afiadiremos a la submatriz correspondiente de f en la etapa final del ensamblado. Las
submatrices que vamos a calcular ahora, tipo f¢, incluyen sélo las aportaciones de la carga
distribuida. En otro orden de cosas, es de interés resaltar el hecho de que dS debe ser (es
inherentemente) una cantidad positiva. Si se integrase por ejemplo en el contorno entre los
nodos 5 y 6, puede seguirse el sentido 5-6 o el 6-5; en el primer caso deberiamos escribir
dS=dx,, y en el segundo caso dS=-dx,.

Elemento 1.
Sus aportaciones son:

=0, ) -)
)| o [F5)
y=I _1 ’
-0{ Yz ) Rt
Ya que, en la cara vertical del elemento 1, no hay carga distribuida de contorno (dijimos que
de las concentradas nos ocupariamos mas tarde), mientras que en la cara oblicua es nula la

funcién de forma N,
X(_/ ) -1
V2 V2dx = A

(el A

para ﬁl)..[ araf(zl):O

para f; o .[
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Elemento 2.

Este elemento sélo tiene un punto en el contorno con carga distribuida (el nodo 3). Con el
dominio de integracion reducido a un punto, y no haciéndose infinito el integrando, la integral
vale cero. Por tanto no hay aportacion del elemento 2 debido a la carga distribuida.

Elemento 3:
Sus aportaciones son:

17 y(‘/ﬁj J2dy = _% :
)™

2 (X_l)(_/\/ij S2dx = _%
o)) s

Seguidamente formaremos el sistema de ecuaciones, "ensamblando” las aportaciones de
cada elemento en la posicion adecuada de la matriz global K del término de cargas f. Ahora es
el momento de incluir las fuerzas concentradas:

para if) :j para f? :0

para f 23) : j

1 1 1 1 1
- 0| — = 0 - 0 0 0 0 0 0 4+ F
4 4 4 4 o +h

e 1 0 0 0 0| o o [0 o L
2 2 2
3,311yt 1 1 141 1y 3 1 0 0 B
4 8 4 8| 2 8 4 8 | 8 8 8 8 "
1
3.3 o2t .11 101 3010 o 2! 0
4 8 4 8 |8 8| 8 8 =
2
l+_+_ 0+—+0 _E _l l_l l_l 0 l a’ _l_l
2 8 8|8 4 8 4 |22 2
aX
l+§+l _l = _l+0 ___l 0 0 ; _l_l
E 4 8 2| 8 8| 8 8 2 aj| | 2 2
31 1 1 o o |l% B
8 8 8 8 al
3 1 1 0 o0 |las E
8 8 8 o
3 11 1=
—+= —+—|-—= ——|a} 0
8 41 2 4
ag
e |
L, 1
2 2
SR

Procedemos a calcular las inc6gnitas de desplazamiento. Como sabemos, debemos
imponer antes las condiciones de contorno en desplazamientos en para obtener un conjunto de
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ecuaciones resoluble. En nuestro caso, los apoyos existentes implican que:
a; =a, =a, =a; =a: =a, =0. Llevando lo anterior al sistema de ecuaciones, obtenemos:

Prescindimos de las ecuaciones que tienen incégnita en el término de carga. Con las

10—1—101000000
4 4 4 4
o Lo 000 0 0 olo0 o
2 2
o s 11 131,
8 8| 8 8| 8 8 8
o 1 11 11 3,
8 | 8 8| 8 81 8 8
o 13 1L L 1 1
8 8 | 8 8| 8 8 4
o 1 31 5,
8 | 8 8| 8 8
£ B B B P
8 8 | 8 8
31,
8 | 8 8
o 11 1
8 8 | 2 4
9o, _1
8 4
Ty
2
1
4

restantes podemos calcular las incégnitas de desplazamiento:

Este sistema de ecuaciones tiene la siguiente solucion, que se ilustra graficamente en la figura

7.19::

1
2

o0 | \©O

N | =

| —

oo\\ooo

0 0
LI
8 8
L
g8 8
LA
g8 8
9
8

N | =

N | =
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aly: -2/E azy: -1/E ag": -1/E a3y: -1/E a5X: -1/E a6X: -2/E
Figura 7.19.- Desplazamientos de los nodos de la discretizacion.

Una vez conocidos los desplazamientos de los nodos, las ecuaciones que en su momento no

2/EV

N

V2/E

q4

1/E 2/E

utilizamos nos permiten determinar el valor de las reacciones en los apoyos. Esta operacién no
requiere mas que simple sustitucion de valores, no la resoluciéon de ningun sistema de
ecuaciones. El resultado es:

F=li B=li K=l R= Bl B -

1
2 2

\S)

Finalmente vamos a ver que en este problema es posible, excepcionalmente, saber la
solucién exacta por simple inspeccion, y vamos a comparar dicha solucion exacta con la
obtenida mediante la aproximacion.

Figura 7.20.- Problema equivalente.

En efecto, apréciese que la configuracion analizada seria la que resultaria de aplicar al
problema de la figura 7.20 las condiciones de simetria respecto de ambos ejes coordenados.
Es fécil apreciar que en dicho problema ocurre un estado uniforme de compresion hidrostatica
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de valor p, por lo que cualquier direccién presenta la misma deformacién (el circulo de Mohr
en cualquier punto del sé6lido, se reduce a un punto). Asi, para la direccion x, al igual que para
cualquier otra direcciéon, la deformacion longitudinal es constante, y el campo de
desplazamientos lineal:

1 1
SXX=E(GXX—VGW) ; syy:E(ny—vcxx) ; v=0 = exxzeyy:—%

Las condiciones de sustentacién de nuestro problema original implican que el origen no se
mueve ni gira, por lo que el movimiento de cualquier punto serd proporcional a la distancia al
origen (con factor de proporcionalidad p/E), y estara dirigido precisamente hacia el origen. Se
comprueba inmediatamente que nuestra aproximacion por Elementos Finitos ha alcanzado esa
solucion “exacta”. Esto ha sido asi en este caso porque las funciones de forma empleadas son
capaces de representar el estado de deformaciéon que constituye la solucién exacta del
problema (desplazamiento lineal, deformacion constante).

Si se desea calcular el desplazamiento de un punto no nodal, recordemos que sélo hay que
acudir a la expresion inicial u=Na. So6lo habrd que considerar las funciones de forma que no
se anulen en el punto en el que se desea calcular el desplazamiento, es decir, aquellas del
elemento en que se encuentra el punto. Asi por ejemplo, si estd dentro del elemento 1
tendremos:

o (B (NN eNgar) (R
u(x, = — ; _

El campo de deformaciones dentro de cada elemento se obtiene facilmente por derivacién del
campo de movimientos mediante la férmula € =Lu, y el campo de tensiones a partir del de

deformaciones mediante la ley de comportamiento, 6 =DE€.
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