Capitulo 6

Estados elasticos bidimensionales.

Existe un gran nimero de problemas eldsticos cuya solucién puede ser descrita con
aproximacién razonable involucrando sélo a las componentes de desplazamiento,
tensién y deformacidn que son visibles en la proyecciéon del sélido sobre un plano. El
conjunto de circunstancias que deben concurrir para que este tipo de simplificacion sea
factible, asi como algunos métodos de andlisis tipicos para este tipo de problemas,
constituyen el objeto de estudio de este capitulo.

6.1.- Introduccion.

La realidad fisica en que nos desenvolvemos es tridimensional, y todos los
problemas de mecdnica de sdlidos son, en rigor, tridimensionales. No obstante, en
muchas ocasiones es posible obtener una solucién aproximada, til desde el punto de
vista prictico, en funcién solamente de las componentes de desplazamiento en un plano,
digamos u, y u,, y de las correspondientes componentes de deformacion, €, €5, €, ¥
de tension, ©,;, ©;,, 0,,. Cuando esto es posible, tenemos como primera ventaja la
simplificacién operativa en la resolucion del problema que corresponde a la reduccién
del numero de dimensiones del mismo. Como segunda ventaja, encontraremos que €s
posible aplicar ciertas técnicas particulares de solucién, vdlidas s6lo para problemas
bidimensionales. Estas técnicas son por una parte la basada en la "Funcién de Airy", que
presentaremos mds tarde en este capitulo, y por otra parte las técnicas de variable
compleja, de desarrollo mas reciente. Estas tltimas técnicas no seran tratadas aqui,
recomenddndose al lector interesado que consulte la referencia original de N.
Muskhelishvili, en la que dichas técnicas fueron presentadas por primera vez. La
primera edicion en ruso de este texto data de 1933, habiendo sido editado
posteriormente en inglés (referencia que figura al final del capitulo).

Al estudiar los estados eldsticos bidimensionales debe tenerse presente, como idea
de fondo, que una representacién bidimensional de un problema es casi siempre una
aproximacién a un comportamiento que realmente es tridimensional. El los epigrafes
siguientes enunciaremos las condiciones tedricas que deben darse para que la
representacion bidimensional de un problema sea aceptable, o eventualmente exacta
(desde el punto de vista del modelo eldstico tridimensional). La aproximaciéon que
consigamos serd tanto mejor cuanto mas se ajuste la configuracién del problema a las
condiciones tedricas que enunciaremos.
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6.2.- Estado de deformacion plana.

Comenzaremos enunciando las condiciones que definen desde el punto de vista
matemadtico el estado de deformacién plana (abreviadamente D.P.). Decimos que se
presenta estado de deformacién plana en el plano 1-2 si se cumple lo siguiente:

u; =0
u, =u, (X, X,) (6.1)
u, =U, (X}, X,)

[y

Es decir, si en todos los puntos del sélido el movimiento en direcciéon 3 es nulo, y
ademds los movimientos u, y u, no dependen de la coordenada x,. Para analizar en qué
situaciones es razonable adoptar la hipétesis de D.P., reparemos en que la condicién
u,=0 implica que los planos x;=cte del s6lido permanecerdn planos tras la deformacidn,
y sus puntos se mantendrdn en su plano inicial. Por otra parte, de (6.1) se deduce que
u; 3=U; ;=U, ;=U; ,=0. Por tanto:

€337€37€53=0; 73=0;=0.

Luego los planos x;=cte tienen tensién tangencial nula. En ciertos problemas, por
ejemplo en el de la figura 6.1, un razonamiento de simetrias sucesivas permite asegurar
que cualquier plano x,=cte tendrd tensién tangencial nula y se moverd en su plano.
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Figuras 6.1.- Identificacion del estado de deformacién plana.

Las figuras representan un sé6lido prismatico, cuya geometria se obtiene como desarrollo
a lo largo de una porcién del eje x; de una superficie en el plano x, x,, que llamamos
seccién del prisma. Las cargas aplicadas son perpendiculares a x;, y se mantienen
constantes a lo largo de x;, como indican las figuras de la izquierda. Ademds, las
secciones extremas tienen impedido el desplazamiento u,, como indican las figuras de la
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derecha. El plano de simetria geométrica es claramente también un plano de simetria del
problema eldstico, como indica la primera figura de la derecha (en estas figuras no se
representa la carga por claridad). Por tanto podemos analizar solamente una mitad del
s6lido haciendo uso de lo expuesto en el epigrafe 5.9. El problema se transforma asi en
el representado en la segunda figura del recuadro derecho. Pero en esta dltima, también
hay simetria de geometria y condiciones de contorno, siendo posible a su vez considerar
s6lo medio sélido, como se indica en la tercera figura. Procediendo sucesivamente, se
llega a la conclusioén de que cualquier plano x,=cte es plano de simetria de un cierto
problema (que es una cierta porcién del problema original), por lo que sus puntos se
moverdn sin salirse del plano inicial, y en todos estos planos la tensidn tangencial serd
nula. Por otra parte el razonamiento de simetrias sucesivas evidencia que los
desplazamientos u,; y u, no dependerdn de x5, puesto que dos porciones arbitrarias de
igual longitud (limitadas por dos planos x;=cte en los que u, estd impedido) constituyen
exactamente el mismo problema eldstico. Por lo tanto, el problema de las figuras 6.1
contiene un conjunto de condiciones suficientes para que la hipétesis de D.P. resulte
rigurosamente correcta. Resumimos a continuacién este conjunto de condiciones:

a) El sélido tiene geometria de prisma recto, de seccidn arbitraria.
b) Los extremos planos del prisma tienen impedido el
desplazamiento normal al plano, pero no tienen impedido su

desplazamiento en el propio plano. [ -

c) Las cargas tienen componente nula segun el eje del prisma. 6.2)
d) Las cargas no varian en la direccién del eje del prisma.

"Las cargas" referidas en c) excluyen evidentemente la tensiéon normal en los
extremos planos del prisma. Esta tension existird debido a la restriccion del movimiento
en esos extremos. Como se ha mostrado, las condiciones (6.2) son suficientes para que
se dé exactamente un estado de deformacion plana. No hemos demostrado que estas
condiciones sean necesarias, por lo que tedricamente podrian darse estados de D.P. fuera
de las pautas (6.2) anteriores, por ejemplo en un sélido no prismético bajo un extrafo
sistema de cargas. Esta posibilidad no es realista. Por otra parte, si el sélido es
prismético (condicién a)), las condiciones b) c¢) y d) son también necesarias (ademds de
suficientes) para que exista estado de D.P. La justificacién de la tltima afirmacién se
presentard al estudiar las ecuaciones de equilibrio, en este mismo epigrafe. El lector
encontrard también en el resto de este epigrafe las ideas clave para identificar de modo
seguro si un problema es analizable razonablemente bajo hipétesis de deformacién
plana, o no lo es.

La solucién correctora.

Entre las condiciones (6.2), la menos frecuente en problemas reales es que el prisma
esté entre dos paredes absolutamente rigidas con las que mantiene contacto sin friccidn.
Afortunadamente, la solucién de D.P. puede ser usada como aproximacién cuando la
longitud del prisma es grande comparada con las dimensiones transversales del mismo,
cualesquiera que sean las condiciones en los extremos.

Un argumento frecuentemente presentado en la literatura en favor de lo anterior
consiste en plantear la similitud con el caso limite de un prisma de longitud infinita. En
ese caso, todas las secciones serian de simetria (ya que cada una tendria infinito sélido a
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su derecha e infinito sélido a su izquierda), lo que al menos asegura que las secciones
permanecen planas. Esto seria aproximadamente extrapolable a una cierta porcién
central de un prisma largo aunque no infinito. Sin embargo, el considerar un prisma de
longitud infinita no aclara realmente la cuestion de las condiciones de contorno en los
extremos, ya que de una u otra manera se han de considerar algunas "condiciones de
contorno en el infinito".

Un enfoque mucho menos equivoco consiste en plantear la solucién del problema
original como superposicién de un problema de deformacién plana, mds otro problema
definido adecuadamente para que afiada o quite del anterior las cargas oportunas, de
forma que la superposicién constituya el problema original. Llamamos solucién
correctora a la solucién de este problema definido con el propdsito de afiadir al
problema de D.P. lo necesario para reproducir nuestro problema original. Lo maés
frecuente en la prictica es que los extremos del prisma estén libres de acciones, lo que
supondremos para fijar ideas, si bien la conclusién fundamental que obtendremos no se
verd afectada por la presencia de otro tipo de condiciones en los extremos. La figura 6.2
muestra el caso de un problema que se ajusta a las condiciones de D.P., excepto a la
relativa a los extremos del prisma. Se trata de un cilindro comprimido por un didmetro,
y sin tensiones en las superficies extremas, que podria representar el rodillo de un
cojinete. La solucién correctora debe tener tensién nula en la superficie cilindrica, y
tensiones normales en los extremos planos de valor igual pero de sentido contrario a las
que aparecen el problema de deformacién plana. La ultima de las figuras 6.2 representa
un problema corrector tipico, que no pretende ilustrar el ejemplo planteado en particular.

{bobod poioyd

(problema original) | = (deformacion plana) § + (problema corrector)

TTTTTT TIiTly

Figuras 6.2.- Definicién de la solucién correctora.
Un procedimiento riguroso de solucién serfa resolver el problema de D.P. (solucién
1), tomar las tensiones G5, encontradas, cambiarlas de signo para formular el problema
corrector, resolver este dltimo (solucién 2) y superponer ambas soluciones (las referidas
1 y 2). Desafortunadamente, salvo en casos muy particulares la obtencién de la solucién
correctora de forma rigurosa constituye un problema tridimensional complicado, en
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general sin expresion analitica cerrada. Para obviar esta desventaja, podemos considerar
una solucién correctora aproximada, con distribuciones lineales de tensiones G55 en los
extremos, de forma que su resultante y momento sean iguales a los que actdan en las

caras extremas del problema corrector original. Esta aproximacion se ilustra en la figura
6.3.

Xy

% (solucién correctora)? = — ) ﬁ

4 03;= Ax;+Bx,+C

Figura 6.3.- La solucién correctora aproximada.

Esta solucién correctora aproximada corresponde al problema de una barra recta
sometida a traccion-flexion, al que ya hicimos referencia en el contexto de la figura
5.10. Cuando la barra es larga, y en virtud del principio de Saint-Venant, esperamos que
la solucién de este problema sea una buena aproximacién de la solucién correctora,
salvo en zonas cercanas a los extremos de la barra. La resolucién de este problema
corrector aproximado puede plantearse en el contexto de la Teoria de la Elasticidad,
como un genuino problema tridimensional. Los detalles se presentardn mds tarde, para
no difuminar ahora la linea de razonamiento. La solucion de tensiones tiene la forma (en
todos los puntos del s6lido):

0353 =AXx,+Bx,+C
0| =0, =0,=0;3=05=0

Es decir, sélo es distinta de cero G5,. Las deformaciones transversales son nulas, pero no
asi las longitudinales (€,,, €,,, €;3). La solucién de desplazamientos tiene las tres
componentes no nulas. De lo anterior se deriva la siguiente conclusién de interés:

En el nivel de precision que se alcanza usando la solucion correctora aproximada,
las componentes de tension G,,, Gy, G,,, que obtenemos resolviendo el problema de
deformacion plana son ya las correspondientes al problema original.

En el problema original, con los extremos del prisma libres, estas componentes de
tensién serdn evidentemente mucho mayores que Gs;, por lo que cualquier cdlculo
relativo a la plastificacion del material puede realizarse con error despreciable utilizando
solamente las componentes G,,, G,,, C},, obtenidas del andlisis de D.P. La situacién es
muy distinta si los extremos del prisma tienen impedido el desplazamiento normal (el
problema original seria precisamente de D.P., no necesitando solucién correctora). En
este caso la condicién €,;,=0 conduce a G55 = V(G,,+6,,), que puede ser del mismo orden
que G,; y G,,, no siendo razonable prescindir de ella.

Por otra parte, las componentes de desplazamiento obtenidas en el andlisis de D.P.
(u; y u,) no coincidirdn con las del problema original, puesto que los desplazamientos
de la solucién correctora no son nulos. Interesa saber hasta qué punto la solucién
correctora supone correcciones substanciales al campo de desplazamientos
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correspondiente a D.P. En el apartado siguiente se presenta la solucién elastica del
problema corrector aproximado. No obstante, es posible conformarse con la solucién
correctora proporcionada para flexion-traccion por la Resistencia de Materiales (que es
una buena aproximacién). En este modelo el movimiento de la seccién es un
movimiento como sélido rigido, por lo que los desplazamientos u,, u,, obtenidos con
D.P. tendrian asociado el error correspondiente a ese movimiento como sélido rigido.
Este tipo de error carece de importancia en muchas situaciones. Seguidamente veremos
que en rigor el movimiento de una seccidén no es exactamente un movimiento como
sOlido rigido, lo que implica discrepancias adicionales entre los campos de
desplazamientos de deformacion plana y del problema original.

La solucidn correctora aproximada: El problema de traccién-flexién.

Como se indico en las figuras 6.2 y 6.3, el problema corrector tendrd aplicadas unas
ciertas tensiones normales en los extremos de la barra prismatica. En el problema
corrector aproximado las tensiones normales se sustituyen por otras de evolucidn lineal
en la seccidn, que tengan la misma resultante y momento (respecto de cualquier punto).
Por simplicidad algebraica, elegimos los ejes de forma que x, tenga la direccion del
momento, con lo que visto en el plano 1-3 el problema tiene el aspecto mostrado en la
figura 6.4.

X
c;;= AXx,+B 3 ?633=AX1+B

Figura 6.4.- El problema corrector aproximado.

Para obtener la solucién eléstica del problema, supongamos que las tensiones en el
interior del sélido siguen el mismo patrén que en los contornos extremos. Si obtenemos
asi una solucién serd la correcta, en virtud del teorema de unicidad (si la suposicién no
fuera correcta no encontraremos una solucion satisfactoria). Por tanto planteamos:

05;;=AXx,+B
0| =0, =0,=0;3=05=0

en todo el solido. La ley de comportamiento nos da la expresién de las componentes
longitudinales de deformacidén, y mediante integracién obtenemos una primera forma de
las componentes de desplazamiento:

2
Vv v Vv X
8112_5633=_E(AX1+B) = ulz—E(AEI+Bx1)+f(x2,x3)

A% A% v
€5 =—EG33 :—E(Ax1 +B) = u, =—E(Axl +B)x, +f(xy,X3)

1 1 1
€, =—04,=—(AXx, +B = u, =—(Ax, +B)x, +f(x,,x
3= g0 E( 1 ) 3 E( 1 )x3 +1(x,X,)
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En donde f(x,.x5), f(x,,X5), f(X;,X,), son tres funciones por determinar. Como las
componentes de tension tangencial son nulas, lo serdn también las correspondientes
componentes de deformacion. Es decir:

A%
u,tuy; =0 = f(xz,x3),2—EAx2 +1(x;,X5),, =0

(6.3)

1
u1,3+u3’1=0 = f(xz,x3),3+EAx3+f(x1,x2),1=0 (6.4)
Upy3+Us, =0 = f(Xy,X3),3+(X;,X,),, =0 (6.5)

Para que la ecuacién (6.5) se satisfaga al variar los valores de las variables
independientes, debe cumplirse que:

f(x,,X3),; no dependa de x; = f(x,,X3)=g,(X;) X5 + g,(X;)
f(x,.x,),, no dependa de x, = f(x;.x,)=g3(x,) X, + g4(x;)
(6.5) por si misma conduce a g;(x,) =-g;(x,) =(por simplicidad)=g(x,)

Las gi(x,) son funciones por determinar. Con lo anterior, la ecuacién (6.3) se escribe
como:
v
f(xz,x3),2—EAx2 +g'(x))x5+g5(x,)=0

Las primas (') denotan derivada primera respecto a la tinica variable de la que depende la
funcién correspondiente. Para que la ecuacion anterior se satisfaga para todo un rango
de valores de x, y X5, es preciso que ni g' ni g, dependan realmente de x,, por lo que
deben ser constantes:

g'(x))=C; = g(x))=Cx; +C5

gh(x)=C;, = g,(x))=Cx,+C,

Con lo que, mediante integracion, obtenemos:

VA
f(xz,x3):Ex§—C1x3x2—C2x2+hl(x3)+C5 (6.6)

Similarmente, sustituyendo en la ecuacidn (6.4) el valor encontrado de f(x,,X,) tenemos:

A
f(xz,x3),3+gx3 —g'(x))x, +g'4(x,)=0

Para que la ecuacion anterior se satisfaga para todo un rango de valores de X, y X,, €s
preciso que ni g' ni g'y dependan realmente de x,, por lo que deben ser constantes:

g'(x,) =cte= g(x,) =cte.x, +cte (resultado ya obtenido antes)
g4 (x))=Cs=g4(x))=C¢x, +C;

Con lo que, mediante integracion, obtenemos:
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-A
f(X,,x3) = Ex% +CX,x5 —CeX5 +hy(x,) +Cy

6.7)
Identificando términos entre (6.6) y (6.7), encontramos:
A VA
h,(x5) :—Exg —Cy¢x;35 hy(x)) =Ex§ —Cyx,; C,=0; C5=Cy
Con la informacién obtenida conocemos ya las expresiones de las funciones f:
f(x,,x3)=C3x3+Cyx,+C, 5 f(x4,%,)=-C;5x, +Cex, +C4
-A VA
f(x,,x3)= Ex% —Cex; +EX% -C,x, +Cq
Con lo que la expresién final del campo de desplazamientos es:
2
vV . X A VA
u, = —E(A?l+ Bx,) —Exg —Cyx, +Ex§ -C,x, +C4
u, = —%(Axl +B)x, +C3x4+C,x, +C,
Uy :%(Axl +B)x; —C3x, +Cex, +C; (6.8)

La solucién anterior en desplazamientos (6.8), es la solucion exacta del problema
corrector aproximado, que debe superponerse a una solucion de deformacion plana. A
la vez, es la solucion tridimensional "exacta" de un problema importante por si mismo,
cual es el de flexion-traccidn de barras rectas. Esta solucién contiene las seis constantes
indeterminadas (C,, C;, C,, Cs5, C,, C,) asociadas a un movimiento arbitrario como
s6lido rigido, como es de esperar tratindose de una solucién obtenida sélo a partir de las
tensiones (o equivalentemente de las deformaciones, ver epigrafe 3.6). Puede
comprobarse que si se impone desplazamiento y rotacién nulos del origen de
coordenadas, las seis constantes se anulan.

En el contexto en que presentamos esta solucion, el mayor interés se centra en sus
componentes u; y u,, que hemos de afiadir a las correspondientes de la solucién de D.P.
para obtener las del problema original. Para una seccién determinada, x;=cte =x;°, se
aprecia que las componentes u, y u, de la solucién correctora (6.8) implican algo mds
que un movimiento de sélido rigido, ya que contienen términos no lineales en X, y X,.
En efecto, la figura 6.5 muestra el cambio de forma de la seccién dado por las dos
primeras ecuaciones (6.8). En el ejemplo adoptado el sélido prismaético tiene seccion
cuadrada, y existe flexion sin traccién (B=0, estando el origen de coordenadas en el
centro de la seccién). Es inmediato comprobar (dentro de la hipétesis de pequeiios
desplazamientos) que los lados x;=cte se transforman en pardbolas y los lados x,=cte
permanecen rectos, con inclinacién simétrica seglin se indica. Entiéndase que los
desplazamientos de la solucién correctora aproximada serian, para cada seccidon del
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prisma los correspondientes a la figura (6.5) mds un cierto movimiento como sélido
rigido.

X tracciones dir.3
1

N

X2

compresiones dir.3

Figura 6.5.- Cambio de forma de una seccién cuadrada sometida a flexion.

Aunque hemos obtenido la solucién del problema de flexidn-traccién de barras
rectas con el objeto de utilizarla como solucién correctora, la ocasién es propicia para
indicar el grado de aproximacion a esta solucién eldstica rigurosa (6.8) que se consigue
al emplear las simplificaciones usuales de la Resistencia de Materiales. El lector
interesado podrd comprobar que para el caso de flexion-traccion los siguientes
resultados (y/o hipétesis) del modelo simplificado de Resistencia de Materiales resultan
ser exactos (omitimos aqui los detalles por brevedad):

- El estado de tensiones.

- La deformada de la linea media (la formada por los centros de dreas de las
secciones).

- El que las secciones de la barra permanecen planas tras la deformacion.

Sin embargo, la hipétesis de que el movimiento de la seccién sea un movimiento como
s6lido rigido no es exacta ni siquiera en el caso de flexidn-traccién, como se mostré en
la figura 6.5. En el contexto de la Resistencia de Materiales, los fendmenos de interés
estdn muy poco afectados por la inexactitud de esta hipétesis, por lo que la misma es
aceptable en dicho contexto. Por el contrario, los cambios de distancias entre puntos de
la seccién en su plano pueden llegar a ser relevantes cuando se trata de corregir una
solucién de D.P. Aunque es comun que las deformaciones de la seccion del problema
corrector puedan despreciarse frente a las deformaciones de la solucién de D.P. (debido
a que los momentos flectores implicados suelen ser pequefios), es recomendable realizar
en cada caso particular una sencilla comprobacién al respecto. Como orientacién, las
deformaciones €,, son del orden de 3x10- en una barra de acero de seccién cuadrada,
cuando las tensiones G5 de flexién son préximas a la de fluencia (mucho mayores que
las esperables en un problema corrector).

Ecuaciones de campo.

Lo expuesto hasta ahora en este epigrafe puede resumirse en que, a la hora de
asumir la hipétesis de deformacién plana en un problema, no es muy preocupante que el
mismo viole las condiciones de movimiento normal nulo en los extremos del prisma, ya
que podemos superponer una solucién correctora aproximada que es bien conocida. En
la mayoria de los casos una sencilla comprobacién puede revelar que la solucién
correctora no modifica substancialmente la soluciéon de deformacion plana. En esos
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casos la correccion resultard innecesaria. Nuestro interés se centra ahora en conseguir la
propia solucién de D.P., para lo que necesitamos conocer las ecuaciones de campo que
rigen el comportamiento del sélido bajo las correspondientes hipdtesis. Obtendremos
estas ecuaciones mediante particularizacién de las ecuaciones generales de la elasticidad
tridimensional.

-Ley de Comportamiento-

De las ecuaciones (6.1) se deduce inmediatamente que €,;=€,,=¢,,=0 Haciendo nulos
esos términos en la ley tridimensional de comportamiento (4.40), la misma puede
escribirse sencillamente como:

GO‘B = XSWSQB + 2G80t[3 (69)

Donde adoptamos el convenio de que los subindices griegos (ct, B, ...) varian desde 1
hasta 2 solamente. Como sabemos, ademds de las componentes visibles en el plano 1-2,
existe también una componente no nula de tension, G55, la cual no estd recogida en (6.9).
Su valor en funcién de las componentes visibles en el plano se calcula ficilmente:
siendo €5, =0=[03; - V (0,,+0,,)]/E, tenemos:

O3 =V(0,, +0y) (6.10)

Como en el caso tridimensional, podemos expresar la ley de comportamiento de
distintas formas, con las tensiones en funcién de las deformaciones o viceversa, y
usando unas u otras constantes eldsticas. Por ejemplo, utilizando la ecuacién (6.10) para
sustituir el valor de ©3; en las dos primeras ecuaciones (4.52), que son €, =[0; -
V(0,,+033)1/E, y &, =[0,, - V (0,,+033)1/E, obtenemos un resultado que expresado en
forma compacta es:
1+ V[

€op = Cup —VGWSQB] ©6.11)

-Ecuaciones de equilibrio-

Dado que las hipétesis de D.P. implican que ninguna componente de
desplazamiento varia en la direccién 3, tampoco lo hard ninguna de las magnitudes que
se obtienen mediante derivadas de los mismos (tales son las tensiones y deformaciones).
Eliminando las derivadas respecto de x; en las dos primeras ecuaciones de equilibrio
(2.9), obtenemos:

Gepp+ Xy =0 (6.12)

La tercera ecuacion de equilibrio (2.9), 05,,; +03,,, +033,3 + X5 =0, teniendo en cuenta
que G53,,=0 (por ser derivada respecto de X;), y que también G5,,,=C,,, =0 (por ser 6,5 y
0,; idénticamente nulas, como se explicé al principio del capitulo), se reduce a X,=0.
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Las dos primeras ecuaciones de equilibrio en el contorno (2.8), se expresan (teniendo en
cuenta que 6,;=0,,=0):
Gupnp = Xa (6.13)

La tercera ecuacion de equilibrio en el contorno se reduce a X3 =064;n5, lo que indica

que solamente puede haber tensién en el contorno en direccién 3 en los extremos planos
del prisma (tnicas superficies del mismo con ny#0).

Hemos obtenido que X;=0 y X3=0, son relaciones que deben cumplirse en el
estado de D.P. (la dltima salvo en los extremos del prisma). Por tanto la condicién c) de
(6.2) es una condicién no sélo suficiente, sino también necesaria para que se dé el
estado de deformacién plana en un sélido prismdtico. La condicién d) es también
necesaria puesto que las ecuaciones (6.1) implican que ninguna magnitud que se exprese
como derivadas de los desplazamientos, en particular las cargas, pueden variar a lo largo
de x;.

-Ecuaciones de compatibilidad y de integrabilidad-

La expresion €,4 =(u,g+up,)/2, donde los subindices griegos varian de 1 a 2,

recoge los tnicos tres términos no nulos del tensor de deformaciones. Existen tres
posibles derivadas segundas involucrando a las variables x,, X,, (la derivada 11, la 22,y
la 12). Recuérdese que cualquier derivada respecto de x, serd nula, y su consideracién
conducirfa a una identidad. Derivando dos veces de las tres maneras posibles cada una
de las tres ecuaciones anteriores se obtienen 3x3=9 ecuaciones. En estas nueve
ecuaciones figurardn derivadas terceras de los desplazamientos u, y u,. Hay cuatro
posibles derivadas terceras de una funcién (las 111, 112, 122, y 222), por lo que
tendremos 4x2=8 funciones del tipo ug.pe, que aparecen linealmente en las 9
ecuaciones. Si utilizamos ocho de las nueve ecuaciones para eliminar las ocho
funciones, quedard 9-8=1 ecuacién, que sdélo contendrd derivadas segundas de
deformaciones. Esta es la ecuacion de integrabilidad (solamente una) en el estado de
D.P. Su forma explicita es:

€122 + €211 = 2 €101 (6.14)
-Ecuaciones de Navier-
Dado que u; =0, y que cualquier derivada respecto de x, es nula, de (5.1) se tiene:

(}\4+G)UB’QB +Gu(x’BB +X(l =O (615)

-Ecuaciones de Michell y Beltrami-

Utilizando la ley de comportamiento para escribir la (tinica) ecuacién de integrabilidad
en funcién de las tensiones, y haciendo aparecer las cargas de volumen mediante la
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ecuacion de equilibrio correspondiente, se obtiene la (Gnica) ecuacion de Michell y
Beltrami en los problemas de D.P. El resultado es:

[az+82](6 +0 )=_—1[X +X,,| 1
X ox nTOR) =IO AL T A (6.16)

Cabe recordar que el que un campo de tensiones cumpla las ecuaciones de Michell
y Beltrami no es suficiente para asegurar que dicho campo sea la solucién de nuestro
problema eléstico, sino que debe satisfacer ademas las ecuaciones de equilibrio.

Notas sobre la aplicabilidad y el orden de magnitud del error.

Una vez que se ha identificado la posibilidad razonable de analizar un problema
bajo hipétesis de D.P., los pasos a seguir son los siguientes:

1°) Obtencidn de la solucién del problema de deformacién plana, que debe satisfacer las
ecuaciones de campo obtenidas en el apartado anterior. Para casos relativamente
sencillos pueden emplearse enfoques de integracion directa, o algiin método particular
que presentaremos mds tarde en este capitulo. El empleo de métodos aproximados
puede ser necesario en muchos casos.

2°) Célculo de la tensién de la solucién correctora (-G;;=-V(G,,;+0,,) en el caso de
extremos libres), y en caso de estimarse necesario, plantear la solucién correctora
aproximada y superponerla a la soluciéon de deformacién plana.

En este punto el lector estd probablemente capacitado para reconocer si s 0 no
razonable analizar un problema dado bajo hipdtesis de D.P., si bien puede encontrar
dificultad en evaluar a priori la necesidad o no de considerar la solucién correctora.
Como orientacién en este sentido, se comentan seguidamente algunos casos particulares.

b)

acodamiento
©) N

AN\N
N
N

nty

Figuras 6.6.- a) y b) Tuberia a presién. ¢c) Montaje para reducir tensiones longitudinales.

El primero y mds emblematico es el caso de tuberias sometidas a presion interior
y/o exterior que se ilustra en las figuras 6.6. Una tuberia es habitualmente
extremadamente larga comparada con su didmetro, por lo que los errores debidos a
efectos de borde serdn inapreciables en pricticamente toda su longitud. Cabe apuntar
que muy raramente se montan tuberias rectas entre extremos rigidos, sino que incluso en
los casos en que una recta sea topoldgicamente suficiente, suelen incluirse acodamientos
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para evitar que las dilataciones térmicas produzcan grandes empujes longitudinales, y
las consiguientes tensiones (figura 6.6c). En este caso las tensiones G,; pueden ser
despreciables en primera aproximacién (existe un efecto secundario de flexién que
ahora no consideramos), y la solucién de D.P. ofrece ya todas las componentes de
tension relevantes. Si se quiere conocer con precision el campo de desplazamientos,
habra necesidad de considerar la solucién correctora. En este caso, por tratarse de un
problema plano axisimétrico (el centro de la tuberia es centro de simetria en el plano x,
X,), la distribucion de tensiones G,;; de la solucién correctora serd equivalente a una
fuerza longitudinal aplicada en el centro, siendo nulo el momento.

Como segundo ejemplo considérese un muro de contencién, o una presa de
gravedad, cuya forma tipica se muestra en las figuras 6.7. Su funcién es mantener a un
lado del muro o de la presa un volumen de tierra o de agua, respectivamente. El peso
propio del muro es un factor clave para resistir los empujes y generalmente no puede
simplificarse ni despreciarse en el andlisis (en el resto de los casos comentados en esta
secciéon suele ser razonable despreciarlo o considerar una fuerza de contorno
equivalente). Las condiciones de contorno tipicas constan de la presion ejercida por el
medio a contener, que crece linealmente con la profundidad, y algunas condiciones en la
base del muro que reproduzcan razonablemente su interaccién con el terreno. Segun el
caso, puede ser adecuado imponer desplazamiento nulo en la base (como muestra la
figura), o bien imponer algunas condiciones de contorno en tensiones que garanticen el
equilibrio del muro y que sean consistentes con el tipo de interaccién. Puede incluirse en
el andlisis la solucién correctora cuando los extremos de la presa no apoyen en terreno
rocoso, aunque en este tipo de aplicaciones de ingenieria civil los requerimientos de
exactitud suelen dar margen mds que suficiente para poder prescindir de solucién
correctora en todos los casos.

.
Az T X,
~
. Y
N~
- peso X,
- 7

presion
Figuras 6.7.- Presa de gravedad tipica.

Otro caso tipico de aplicabilidad del estado de D.P. es en cojinetes de rodillo o de
aguja, utilizados para reducir el rozamiento entre elementos fuertemente comprimidos
entre los que debe permitirse el deslizamiento relativo. Su configuracion se mostrd
esquemadticamente en las figuras 6.2. Las tensiones mds importantes serdn las 6,,, Oy,,
G,,, que nos proporcionard el andlisis de D.P., siendo suficientemente aproximado
despreciar la tensién G5, para la mayoria de los propdsitos pricticos. Como se apunt6 en
el contexto de la figura 6.2, un cdlculo afinado de desplazamientos requiere la
consideracion de soluciéon correctora, la cual no incluird momentos flectores (sino
unicamente tracciones axiales), debido a la simetria de geometria y cargas que se aprecia
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en el plano 1-2 respecto del eje x, y respecto del eje x,. Como cabe intuir, la solucién
correctora aproximada supondrd un desplazamiento radial constante del contorno (hacia
el interior, visto en el plano 1-2). Por tanto, el cilindro se achatard en la direccion de las
cargas exteriores (ver figuras 6.2) un poco més de lo que corresponde al estado de D.P.,
mientras que el ensanchamiento en la direccidn perpendicular serd un poco menor. El
analista debe juzgar en cada caso el nivel de precision requerido en el célculo, y decidir
en consecuencia si procede o no utilizar solucién correctora.

Como nota final, y pensando en el caso de extremos del prisma libres, destaquemos
la evidencia de que la solucién obtenida como superposicion de la soluciéon de D.P. mas
la solucién correctora aproximada, no es rigurosamente la exacta en el contexto de la
elasticidad tridimensional. En efecto, resulta claro que estamos asumiendo el error
asociado a lo que seria una segunda solucién correctora, correspondiente al problema
con cargas en los extremos de valor la diferencia entre las del problema corrector y las
del problema corrector aproximado. La tdnica fuente de error en un andlisis de
deformacion plana mds solucion correctora aproximada, corresponde a este segundo
problema corrector. Sus cargas tendrdn resultante y momento nulos en cada extremo, lo
que constituye nuestra justificacion para despreciar esta segunda correccién en virtud
del principio de Saint-Venant, tratindose de un prisma esbelto. Si el prisma no fuera
esbelto, seria mds adecuado desistir del andlisis de D.P., y abordar el problema como
tridimensional, ya que el segundo problema corrector serd en si mismo un problema
tridimensional no menos complicado que el original.

Una manera intuitiva de apreciar que el problema de extremos libres es, en rigor, de
naturaleza tridimensional es razonando sobre las tensiones ©j3;. Consideremos
nuevamente como ejemplo el problema del rodillo comprimido por un didmetro, figuras
6.2, que se reproduce por comodidad en la primera de las figuras 6.8. Imaginemos el
rodillo dividido fisicamente en dos mitades independientes, y observemos en el plano 2-
3 la configuracién deformada. Como las zonas extremas del didmetro vertical son las
mdas comprimidas, tendrdn la mayor deformacidn €5, resultando las secciones extremas
con la forma indicada (esta explicacién es cualitativa y la figura no refleja todos los
detalles: no se piense por ejemplo que u, deba ser constante en las lineas x,=cte de una
seccién). Se revierte al problema original restableciendo la continuidad en la seccién
imaginaria. Para ello deben aparecer tensiones G,; de compresion en los extremos del
diametro vertical, y de tracciéon en su zona central, que devuelvan a la seccién su
geometria plana (debe ser plana porque dicha seccién estd en un plano de simetria del
problema completo; por otra parte debe haber tensiones de traccién y de compresion
porque las tensiones G5, deben ser autoequilibradas en la seccion, para que cada mitad
de solido pueda estar en equilibrio). Con este razonamiento llegamos a la conclusién de
que en la seccion central existirdn tensiones G;; con una distribucién del tipo a la
indicada en la ultima figura 6.8, mientras que en las secciones extremas serd Oj;
idénticamente nula por condicién de contorno. Por tanto la tensién G5, debe variar con
X5, 1o que pone de manifiesto que cualquier descripcién del estado de tensiones en
funcién de sélo x; y x, (como la que consigue una solucién de D.P. mds solucién
correctora aproximada) serd inexacta. Adicionalmente, al ser ©s;,5 distinto de cero, la
tercera ecuacion de equilibrio interno (G5;,;+0;5,,,+054,5=0, en ausencia de fuerzas de
volumen) implica la presencia de tensiones 65, y 03, no nulas.
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Figuras 6.8.- Evidencia de la tridimensionalidad del problema con extremos libres.

Pretendemos finalmente obtener una orientacién de validez general acerca del orden
de magnitud de los términos de la solucién correctora aproximada. Es posible extraer
dicha orientacion general mediante el andlisis de un caso particular. Consideremos por
ejemplo el problema de deformacion plana mostrado en la primera figura 6.9, cuya
solucion analitica podemos obtener. Mas tarde corregiremos esta solucién de D.P. para
conseguir que no haya tensiones en las caras extremas del prisma. Para obtener la
solucion de D.P. partimos de la hipédtesis de que en todo el dominio (no sélo en los
contornos verticales) existe el siguiente estado de tensiones:

X4
0, =X,/a; ©,,=6,,=0;(= 03;,=V(0,;+0,)= v;)

Mediante integracién directa, se obtiene la siguiente solucion de desplazamientos:

_ 2 _ 2

u = v(1+v)x71_(1+v)(1 V)ﬁ+(c1xz+cz)
E 2a E 2a

u _(I+v)(I-Vv) XX,

2 E

+(-Cx, +C3)

Las constantes C,, C,, C5, corresponden a un posible movimiento como sélido rigido en
el plano 1-2. Si el origen de coordenadas no se mueve ni gira, resulta C,=C,=C;=0, lo
que supondremos para fijar ideas. El hecho de que se obtenga una solucién ("la
solucién”, dnica en virtud del teorema de unicidad) sin violar ninguna de las ecuaciones
de campo, indica que la hipétesis inicial acerca del estado de tensiones es correcta.
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a a

Gyp=1 Gy =+V X
xl 4
a \—(> X3
a X2 C33 =V
Gy =-1

Figura 6.9.- Ejemplo particular: tensiones en deformacién plana.

Nos ocuparemos ahora de la solucién correctora, que corresponderd al problema de
la barra sometida en sus extremos a unas tensiones opuestas a las que aparecen en la
solucién de D.P. (es decir, opuestas a las de la segunda figura 6.9, ):

X
033 =—-V—

La solucién correctora dada por (6.8) se ajusta exactamente a este caso particular,
dado que la distribucién de tensiones G55 es exactamente lineal. Manteniendo el hecho
de que el centro de la barra (0,0,0) no se mueve, y que su entorno no gira, los
desplazamientos de la solucién correctora son:

2 2 2
v

u, = X7 — X35 — X5 5 U, =—XX, ; Uy=—XX
1 1 3 25 W 1X2 5 3 1X3
aE aE

Resumamos las conclusiones que se desprenden de este ejemplo. Para problemas
con extremos libres, y siendo respectivamente O(c) y O(u) el orden de magnitud de las
mayores tensiones y desplazamientos obtenidas con las ecuaciones de D.P. (en el plano
1-2), tenemos que:

- Las tensiones (055) de la solucion correctora aproximada son de orden vO(0).

- La solucién correctora contiene desplazamientos u, y u,, que en general tendrdn
términos cuadréticos dependientes de X, X,, y de X;. Los términos que dependen de
X, y/o de x, son de orden V2 O(u). Los términos que dependen de x; pueden ser
arbitrariamente grandes (ya que la cota x; también puede serlo). Su orden de
magnitud es VO(u)O(x;%/x,2).

- La solucién correctora aproximada también contiene desplazamiento u;, que en
general constard de términos cuadriticos tipo X,X; y X,X;. Su orden de magnitud
serd vVO(u)O(x4/X,).

Como se hizo notar anteriormente, la "solucidén correctora aproximada" (6.8) resulta
ser exacta en este caso particular, y su superposicion a la solucién de D.P. conduce a la
solucion exacta. En un problema mds general, existiria el error asociado a una segunda
solucién correctora con tensiones G, autoequilibradas en las secciones. El orden de
estas tensiones es, en los extremos, el de la diferencia entre la distribucion (lineal) de la
solucién correctora aproximada, y la distribucion de 6,5 obtenida en el andlisis de D.P.
(cambiada de signo). Usualmente, las tensiones asociadas a esta segunda solucién
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correctora son muy pequefias, y ademds decrecen rdpidamente con la distancia a los
extremos de la barra, quedando confinadas a longitudes del orden del de la seccién junto
a esos extremos. En el capitulo sexto del texto de Barber se estudian estas tensiones. Es
oportuno hacer notar que existen casos especiales en los que dichas tensiones no decaen
rdpidamente, pudiendo extenderse a longitudes importantes de la barra. Existe mayor
propensidn a que esto suceda cuando la seccién es muy poco maciza (secciones de pared
delgada, especialmente si no forman una figura cerrada), como el lector podrd identificar
al estudiar la torsién no uniforme en Resistencia de Materiales.

6.3.- Estado de tension plana.

Decimos que en un sélido se presenta estado de tensién plana (abreviadamente
T.P.) en el plano 1-2, si las tensiones, y en consecuencia las deformaciones, no
dependen de la coordenada x,, y ademds se satisface en todos los puntos que:

013 =0,3=033=0 (6.17)

Como se justificard en los apartados siguientes, la situacién anterior ocurre
aproximadamente cuando el s6lido es una placa plana de pequefio espesor 2h, limitada
por los planos x;=-h y x,=+h como indica la figura 6.10, en la que las cargas de
volumen y de superficie satisfacen las siguientes condiciones:

X, =0en el dominio

Xi=X>=X3=0 en los contornos Xy =th

_ (6.18)
X3 =0 en el borde de la placa (de n; =0).

Figura 6.10.- Ejemplo tipico de tensién plana.
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Incompatibilidad de las hipétesis de tensidn plana.

El estado de T.P. debe entenderse como una aproximacion: generalmente existird
cierta discrepancia con la solucién eléstica tridimensional, incluso cuando se satisfacen
todas las premisas enunciadas anteriormente. Noétese que no ocurre lo mismo en el
estado de deformacion plana, el cual proporciona la solucion tridimensional exacta si se
satisfacen las premisas correspondientes (sin olvidar la de desplazamiento normal nulo
de los extremos). Mostraremos seguidamente que las hipétesis de T.P. no son en rigor
consistentes, porque en general no puede existir solucion elastica bajo dichas hipdtesis.
Sin embargo, la solucion de T.P. tiende asintéticamente al estado de tensiones "exacto"
cuando el espesor de la placa tiende a cero, proporcionando soluciones de buena
aproximacion en muchas aplicaciones practicas.

Se aprecia inmediatamente que el cumplimiento de las condiciones (6.17)
implicaria €,;=€,;=0, y la independencia de las deformaciones respecto de x; implicaria
que cualquier derivada suya respecto de x; fuese nula. Con esto, las ecuaciones de
integrabilidad (3.34), escritas en el mismo orden para facilitar su identificacién, se
reducen a:

0+0=0+0 (ldentldad) 2812,12 = 811,22 + 822,11
040=0+0 (identidad) 0= £33
€33,12=0 0=85 1

Vemos que todas las derivadas segundas de €5 en el plano 1-2 serian nulas, por lo que
€5, debiera ser una funcién lineal de x; y x,. Pero la condicién (6.17) 65,=0, a través de
la ley de comportamiento, implica que:

(g, te

22):m(611+622)

370126
Por lo tanto la magnitud (g,,+€,,), 0o equivalentemente (CG,,+0,,), debiera ser una
funcién lineal de X, y x, para que las hipétesis fuesen consistentes. Es evidente que esto
no tiene porqué ocurrir en un caso general (por ejemplo considérese 6,,=x2,, G,,=-X?, ,
6,,=0, que es compatible con las ecuaciones de campo para tensién plana, que
enumeraremos mas tarde). En consecuencia, la solucion de tension plana serd exacta
solo en ciertos casos muy particulares: aquellos en que (6,,+0,,) resulte ser lineal.

Merece la pena resaltar la siguiente coincidencia relativa a la posibilidad de obtener
la solucion exacta en problemas de D.P. con extremos libres, y de T.P.:

Problema: prisma muy largo (barra) con | Problema: de prisma muy corto (placa)
extremos libres, cargas tipo D.P. con cargas so6lo en los bordes, tipo T.P.
Solucién: superposicion de deformacion | Solucidn: tensidn plana.

plana y "solucion correctora aproximada"

La solucion es exacta si La solucion es exacta si
(6,,+0,,) es lineal en X, y X,. (6,,+0,,) es lineal en X, y X,.
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Se obtiene la solucién exacta si se da precisamente la misma circunstancia en
ambos casos. Por supuesto, existe una razén que explica esta coincidencia: siendo
(0,,+0,,) lineal, al descargar las caras del prisma largo usando la solucién correctora
estamos haciendo 0;;=0 también en el interior del prisma, por lo que la solucién
obtenida por superposicion satisface las hipétesis de T.P. (es por tanto la solucién que
habriamos obtenido mediante T.P.), y ademds es exacta, como se mostré en su
momento. De aqui la "coincidencia" mencionada.

Seguidamente profundizaremos algo mds en la inconsistencia de las hipétesis de
T.P. a partir de condiciones de simetria. En la figura 6.10 se aprecia que el plano 1-2 es
plano de simetria del problema, al menos en tensiones. Para satisfacer esta simetria
(recordar figura 5.7 del epigrafe 5.9), la componente de tension tangencial 6,4 serd del
mismo valor y signo contrario en puntos simétricos, y lo mismo ocurrird con G,;, €s
decir: 03(X,X,,X3)=-03(X,X5,-X3);  Op3(X|,X,X3)=-0,3(X,X,,-X3). Por otra parte, no se
aplican acciones sobre las caras de la placa (x; =th), por lo que 6,3, G,3, Yy O3; serdn
nulas en x;=th. Las dos primeras figuras 6.11 muestran la distribucién tipo de tensiones
0,3 Y 0,3 que cumplen las condiciones anteriores.

X3 X3 X3

_D — %Xz _ D _ %Xl _ 7?337 ,%Xz

h@cw h @ REE h

Figuras 6.11.- Distribuciones tipicas de 6,5, G,3, Y O35 en estado de tension plana.

=
=
=

En cuanto a 053, serd nula en x; =th por condicion de contorno, cumpliré la condicién
de simetria 055(X;,X,,X3)=03;(X|,X,,-X3), ¥ ademds su derivada respecto a x5 serd nula en
x5 =th. Para ver esto ultimo, consideremos la tercera ecuaciéon de equilibrio,
03,1+0,3,,1+033,3=0 (puesto que es X;=0). En puntos de las superficies x;=th, 6,5y 03
son constantes (nulas), y por lo tanto sus derivadas respecto de x,,0 de Xx,, son nulas:
0,3,1=0,3,,=0. Por tanto serd ©,;,;=0 en puntos x; =th. En definitiva, para unas
coordenadas x,,x, dadas, la representacion grafica de G5, en el espesor de la placa serd
como se muestra en la tercera figura 6.11.

Recapitulando, vemos que la simetria limita la posibilidad de evolucion de las
tensiones en el espesor a lo mostrado en las figuras 6.11. Las tensiones G5, Gy3, Y Ox3
serdn nulas (lo que es una posibilidad acorde con la figura), en los casos excepcionales
en que (0,,+0,,) sea lineal. En los demds casos serdn no nulas con la forma indicada,
aunque si 2h es muy pequefio serd razonable despreciar estas tensiones. Un argumento
intuitivo en este sentido es que G;; y O,; deben ser continuas y valer cero en los
extremos y en el centro, con lo que no pueden crecer mucho en un espesor pequefio, y
que O3 es nula en los extremos, y su pendiente también lo es, por lo que tampoco
crecerd mucho. En el epigrafe 84 del texto de Timoshenko y Goodier puede encontrarse
una demostracion rigurosa de que las tensiones ©,;, O;,, O, de la solucién
tridimensional "exacta" constan de los valores obtenidos mediante tension plana, mas
otro sumando que depende de x5, y que tiende a cero al hacerlo h.
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Debido a su naturaleza aproximada, los estudiosos de inclinacién mas matematica
suelen encontrar poco elegante la formulacion de tension plana. Para preservar un mayor
rigor formal, puede realizarse la formulacion en base a valores medios en el espesor, en
lugar de usar las variables originales. Por ejemplo:

— 1 h

Se conoce como "tensi6n plana generalizada" a la formulacién resultante de este
procedimiento, la cual conduce a ecuaciones de campo idénticas a las de tensién plana,
salvo que aparecen los valores medios de las variables. Por supuesto, la ganancia en
cuanto a rigor es ilusoria en la préactica, a menos que podamos asegurar que las
variaciones de tension en el espesor son pequefias, para que la tensién local sea
razonablemente proxima al promedio. Esto ultimo solo puede asegurarse si la placa es
delgada, por lo que desde el punto de vista de la aplicabilidad no hay ninguna novedad.

Ecuaciones de campo.

Asumiendo las condiciones (6.17) y (6.18) de tensién plana, nos proponemos
encontrar las relaciones entre las variables eldsticas de subindices 1 y 2, es decir, las
representables en la proyeccion del problema sobre el plano de la placa. Estas relaciones
serdn las ecuaciones de campo a utilizar para obtener una solucién bajo hipétesis de T.P.

-Ley de comportamiento-

Partiendo de la expresion (4.52) de las deformaciones en funcién de las tensiones, y
teniendo en cuenta (6.17), tenemos sencillamente:

1
Eap :E[(1+V)Gaﬁ —VGWS(XB] (6.19)

En donde los subindices griegos varian entre 1 y 2. La componente €,; serd no nula en
general, aunque no queda recogida en la expresion anterior. Otra posibilidad es partir de
(4.40) y utilizar 6;;=0 para eliminar &;;. Véase: 03,;=Ae+2G€3,=0 = (A+2G)ey+Ae,,=0
= £33=-€, M(M2G) = e=gy;+e,,~€,2G/(A+2G). Llevando este valor de ‘e’ a (4.40), los
términos de tension que nos interesan pueden expresarse en forma compacta como:

2AG
GO‘B = mﬁwsaﬁ + ZGS(XB

(6.20)

Comparando (6.19) con (6.11), o bien (6.20) con (6.9), apreciamos que la forma de
la ley de comportamiento es andloga para T.P. y para D.P., diferencidandose en los
valores de los factores (constantes) que multiplican a las variables. Es posible por tanto
obtener la ley de T.P. a partir de la de D.P. o viceversa mediante un cambio adecuado
del valor de dichos factores. El lector debe tener presente que el ajuste necesario
depende de la pareja de constantes eldsticas que se estén utilizando para describir el
comportamiento del material. Cuando se estan utilizando las constantes G, v, el ajuste a
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realizar es particularmente sencillo. Utilizando (4.51) para eliminar E en favor de G y de
ven (6.19) y (6.11), podemos comparar facilmente:

D.P.: T.P.:
1 v 1 Y

=—GCyu,3———0,,0 €pg=—0p—————0.,0
BTG ® g MW B0 ® 2G(1+v)

€
Vemos que si en la ley de D.P. sustituimos el valor de v por el valor v/(1+Vv), obtenemos
la ley de T.P. Andlogamente, si en la ley de T.P. sustituimos el valor de v por el valor
v/(1-v), obtenemos la ley de D.P.

La utilidad de manipulaciones como la anterior radica en que si se dispone de una
solucién de T.P. serd posible obtener la correspondiente de D.P, o viceversa, sin mas
que ajustar los factores oportunos (veremos que las ecuaciones de equilibrio y de
compatibilidad son idénticas para ambos estados, por lo que ajustar la ley de
comportamiento resulta suficiente). Por tanto, obtener una solucién para uno u otro
estado es indiferente desde el punto de vista operativo. Por ejemplo, si se dispone de una
manera (tipicamente un programa de ordenador) de obtener soluciones de D.P. mediante
cualquier método (ya sea aproximado o capaz de proporcionar la solucién analitica
exacta, etc), se puede forzar (al programa) a que produzca la solucién de T.P. sin mas
que "mentirle" acerca del valor de v. Lo anterior presupone que internamente el
programa soélo utiliza G y v; en otro caso habria que modificar convenientemente las dos
constantes eldsticas utilizadas.

-Ecuaciones de equilibrio-

A la vista de (6.17) la particularizacion de las ecuaciones de equilibrio
tridimensionales resulta inmediata:

Oupp+ Xy =01 Oggng=Xa (621

-Ecuaciones de compatibilidad y de integrabilidad-

Las ecuaciones de compatibilidad entre deformaciones y desplazamientos para T.P.
son las mismas que para D.P: €,5 =(u,.g+ug,,)/2. Las ecuaciones de integrabilidad han
sido ya analizadas en el apartado anterior, y aqui solo resumiremos los resultados.
Andlogamente al caso de D.P, debe cumplirse:

281012 = €112+ €011 (6.22)
Ademas, como en tension plana es €43#0, hay otras tres ecuaciones de integrabilidad que
no son identidades: €53,;,=€33,,,=€43,;,=0. Como vimos, estas tres ecuaciones no podrdn
satisfacerse exactamente en general, por lo que cuando se adopta la hipétesis de tension

plana se debe tener presente que se realiza una aproximacion.

-Ecuaciones de Michell y Beltrami-
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En tensién plana, al igual que en D.P, s6lo habrd una ecuaciéon de Michell y
Beltrami, que es la de integrabilidad (6.22) escrita en funcién de las tensiones, y con
algunos términos retocados mediante de las ecuaciones de equilibrio para hacer aparecer
las fuerzas de volumen. Una manera fécil de ahorrarnos estos cdlculos es tomar la
correspondiente ecuacién de D.P. (6.16), y alterar el valor de v de la manera que se
expuso mds arriba. De esta sencilla sustitucion resulta:

e
7 2 ——(1+V)[X,, +X
o + o (01, +05) =—( +V)[ 11t 2,2] (6.23)

Nuevamente cabe recordar que el que un campo de tensiones satisfaga la ecuacion
anterior no es condicion suficiente para asegurar que el mismo sea la solucién de
nuestro problema. Apuntemos también que la ecuacién anterior indica que para que la
solucién de tension plana sea exacta es condicidon necesaria que:

X, = div X =0

En efecto, el que la solucidn sea exacta requiere (6,,+0,,) lineal en x,, X,, y el miembro
izquierdo de (6.23) se anulard en este caso, anuldndose por tanto div X. La condicién no
es suficiente, dado que lo que la misma implica a través de (6.23) es que (G,,+0,,) sea
una funcién armonica, circunstancia que abarca otras posibilidades a parte de la
linealidad.

-Ecuaciones de Navier-

Combinando las ecuaciones de equilibrio, compatibilidad y comportamiento de
manera andloga a como se hizo en el caso tridimensional, se llega a:

(2}\‘—G+ G)uB’BO‘ + Gua’BB + Xoc = 0

A+2G (6.24)

6.4.- Funcion potencial de tensiones.

En general, es mds sencillo realizar manipulaciones matematicas sobre las
magnitudes escalares que sobre las vectoriales, en particular si se requiere hacer
cambios de sistemas de coordenadas, operaciéon complicada con vectores y tensores. Por
eso, cuando es posible, las ciencias fisicas buscan apoyarse en la definicién de campos
escalares a partir de los que obtener mediante derivacidon las componentes de las
magnitudes no escalares de interés. Los potenciales eléctrico y gravitatorio son dos
ejemplos tipicos. En ciertas ciencias fisicas el potencial escalar tiene un significado
obvio. Por ejemplo, en el caso de la conduccién de calor, la temperatura es un potencial
escalar en funcién del cual se obtiene el vector flujo de calor. Sin embargo, no es
necesario que una funcién potencial tenga una interpretacion fisica tan obvia. En la
Teoria de la Elasticidad se emplean frecuentemente funciones potenciales sin



ESTADOS BIDIMENSIONALES 6.23

significado fisico aparente. Algunos de estos potenciales fueron comentados brevemente
en el epigrafe 5.1. Aquellos potenciales se clasifican como "potenciales de
desplazamiento"”, porque se formulan originalmente con la intencién de obtener el
campo de desplazamientos. Andlogamente, un "potencial de tensiones" es una funcién
escalar que derivada adecuadamente produce las componentes del tensor de tensiones.
En problemas planos (de T.P. o de D.P.) es posible plantear un potencial de tensiones
particularmente conveniente, conocido como Funcidén de Airy, que serd el objeto de
estudio fundamental de este epigrafe.

Eleccion de una forma adecuada.

A la hora de definir un potencial contamos con libertad para elegir entre una
variedad de alternativas. So6lo existe una regla obvia que debe ser respetada en todo
caso: si la magnitud a representar es un tensor, las operaciones que apliquemos al
potencial (que serdn fundamentalmente derivaciones), deben definir precisamente un
tensor. Ademds, sus componentes deben cumplir las caracteristicas requeridas
(simetria...). Por ejemplo es apropiado intentar obtener un campo vectorial mediante
derivadas primeras de un potencial, o un campo tensorial mediante derivadas segundas,
ya que, si nos limitamos a coordenadas cartesianas, las derivadas segundas de un
campo escalar producen las componentes de un tensor. Como ejemplo, puede
comprobarse que las componentes de tension obtenidas a partir de un potencial Y
mediante G;,=V,5,; 0,,=V,;;; 0;,=-V,,; cumplen en efecto con las relaciones de
transformacion (1.19) que definen un tensor (procedimiento sugerido: calcule la
expresion de la derivada en ejes girados W,,, en funcién de las derivadas en ejes sin
girar ;5 V.5 W, 1, Y compruebe que coincide con la expresion de ¢, obtenida bajo la
hipétesis de que o;; se transforma como un tensor; realice andloga comprobacion para la
pareja ,;; y Oy, Yy para la -\,,, y 0,,). Apréciese que el potencial de tensiones que
definiremos a continuacion se ajusta precisamente al patrén anterior.

Funcion de Airy.

Nos proponemos expresar las componentes de tension del problema eldstico
bidimensional mediante derivadas de una funcién potencial ¢. Vamos a limitarnos de
momento al caso en que las fuerzas de volumen sean nulas, X;=0. Si derivamos las
ecuaciones de equilibrio en el dominio, (6.21) o (6.12), respecto de x; y X,
respectivamente, tenemos:

G115+012,=0 — 0/ 09X; = -Cjp,,=0}

Por tanto las tres cantidades -Gy, ; O;1.115 Y Oannns deben ser iguales. Elegimos
igualarlas a la derivada cuarta ¢,;,,, de la funcién potencial:

“C12:12 = O11511 = 02200 = P10
Debemos asegurar que se satisfaga la condicion anterior (elegida por nosotros mismos
en cuanto a ¢), y las ecuaciones de equilibrio. Por simple inspeccién encontramos que
ambas se satisfacen si hacemos:
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Gy = ¢’22 ; 0pp = ¢,11 ;01 = '¢,12 (6.25)

Cualquier funcién ¢ que utilicemos conducird, mediante (6.25) a un campo de tensiones
que cumple las ecuaciones de equilibrio interno. Pero esto no asegura que exista un
campo de desplazamientos fisicamente aceptable asociado a tal campo de tensiones.
Para asegurarlo debe satisfacerse ademas la ecuacion de integrabilidad. Vamos a usar su
expresion en funcidn de las tensiones (la ecuacion de Michell y Beltrami), que en los
casos X;=0 que analizamos adopta la misma forma tanto en T.P. como en D.P:

V(6 +645,) =G5 =0

Expresando las tensiones en funcién de las derivadas del potencial mediante (6.25),
tenemos que G,;+0,, = 0,,+0,;; = V20. La ecuacion de integrabilidad se reduce pues a
la siguiente, que expresa la "condicién de biarmonicidad" para ¢:

V2(V20) = V4 = 0,111 + 20,1125 + 0,020 =0 (6.26)

Por lo tanto, un campo de tensiones obtenido mediante (6.25) utilizando una
funciéon ¢ biarmdnica, cumplird las ecuaciones de equilibrio en el dominio y la de
integrabilidad. S6lo quedan por satisfacer las condiciones de contorno de nuestro
problema para que ¢ represente la solucion del mismo. Asi pues, el problema eldstico
plano se resuelve si encontramos la funcién ¢ biarménica adecuada a las condiciones de
contorno. El potencial que hemos descrito fue introducido por G. B. Airy en 1862, y se
conoce como funciéon de Airy. El lector no debe desanimarse por no ser capaz de
adivinar qué funcién de Airy resuelve cada problema dado. De hecho, la mayoria de las
soluciones han sido obtenidas por un procedimiento de tipo inverso: tomando una
funcion biarmodnica, obteniendo su campo de tensiones asociado, y observando a
posteriori si el mismo corresponde a las condiciones de contorno de algtin problema de
interés. No obstante, cuando la benevolencia del problema, o nuestra experiencia previa,
nos sugiere de qué tipo serd la solucién de ¢ (un polinomio de cierto grado en X,,X,, una
funcion que dependa sdlo de la distancia al origen, ...), es posible intentar un
procedimiento directo: partiendo de una funcién de ese tipo que contenga constantes
indeterminadas, se intenta ajustar las constantes para que se satisfagan las condiciones
de contorno y la de biarmonicidad. Es evidente que solo serd posible ajustar las
constantes si la funcién que hemos elegido es lo bastante general.

Finalmente, haremos notar que la forma (6.25) de plantear un potencial de tensiones
no es la mds obvia. En un primer intento, pareceria mas natural probar con G,,=V,,;;
G5,=V.»; 01,=V,,,; Es facil comprobar que la eleccion anterior restringida a funciones y
biarmoénicas satisface la ecuacién de integrabilidad, pero no las de equilibrio. Para
satisfacer las ecuaciones de equilibrio debe restringirse mds la eleccion de Wy
(compruébese que debe ser V2y=cte). Lo anterior permite intuir que la propuesta de
Airy serd capaz de representar estados de tension mds generales que esta alternativa
"mds obvia", ya que permite elegir la funcién potencial con menos restricciones. Esta es
la auténtica razén para preferir la funcién de Airy a otras alternativas. De hecho,
mediante la funciéon de Airy es tedricamente posible describir cualquier estado
bidimensional de tensién. Aunque no lo probaremos explicitamente, el lector apreciard
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la posibilidad de realizarlo cuando se estudien los enfoques de soluciéon basados en
series, en epigrafes posteriores.

Independencia de las tensiones respecto del material.

Las ecuaciones (6.25) y (6.26), que relacionan la funcién de Airy con las tensiones
y delimitan las posibilidades de eleccién de la misma, no contienen ninguna referencia
explicita a las constantes eldsticas del material. No obstante, algunos problemas
requerirdn que la funcién de Airy contenga esas constantes, mientras que otros
problemas no lo requerirdn. Planteamos esta cuestion por el motivo siguiente: si
podemos dar solucién a un problema mediante una funcién de Airy en la que no
aparezcan las constantes eldsticas, la distribucion de tensiones no dependerd de las
mismas, y serd por tanto la misma para cualquier material, y tanto para el caso de T.P.
como para el de D.P. Es por tanto interesante dilucidar las circunstancias en que las
tensiones de un problema plano son independientes del material.

Cuando todas las condiciones de contorno del problema estdn dadas en tensiones,
el problema matematico que se plantea es encontrar una funcién ¢ biarmoénica cuyas
derivadas tomen ciertos valores prefijados en el contorno. El problema matemaético
anterior no involucra de ninguna manera a las constantes eldsticas. Por tanto, el campo
de tensiones es independiente del material en los problemas en que todas las
condiciones de contorno estidn dadas en tensiones.

/
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Figura 6.12.- a) Caso de independencia del campo de tensiones respecto de las ctes.
elésticas y/o tipo de estado plano (T.P. o D.P). b) Ejemplo de dependencia (T.P.).

Por el contrario, en los problemas en que existan restricciones superabundantes al
desplazamiento (mds de las necesarias para evitar movimientos de soélido rigido), el
proceso matemadtico de solucién requerirda involucrar a los desplazamientos para poder
imponer sus valores prescritos. El manejar tensiones y desplazamientos implica el
acoplamiento de ambas magnitudes a través de la ley de comportamiento, por lo que las
constantes eldsticas del material influirdn en la solucién de tensiones. La primera de las
figuras 6.12 muestra un ejemplo sencillo en el que la solucién de tensiones no depende
del material. En este caso no aparecerdn las constantes eldsticas en la funcién de Airy
(que en efecto es ¢=p-x2,/2). El ejemplo de la segunda figura 6.12 es también de sencilla
resolucion sin acudir a funciones potenciales, y en él se observa que la solucién de
tensiones depende del material, y tiene distinta forma para T.P. y D.P, como
corresponde a la superabundancia de condiciones de contorno en desplazamiento.
Claramente, la funcién de Airy dependerd en este ejemplo de las constantes eldsticas
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(para T.P. es 0=p-x?,/2 - vpx?,/2). Adicionalmente debe entenderse que las constantes
elésticas influyen en fodo caso en el campo de desplazamientos, lo hagan o no en el de
tensiones.

El que las tensiones sean independientes del material en ciertas configuraciones,
abre la posibilidad de utilizar modelos de laboratorio en elasticidad. Por ejemplo es
posible utilizar cualquier material de nuestra conveniencia (siempre que se comporte
linealmente) para realizar un pequefio modelo a escala de un gran pdértico metdlico, y
medir en el modelo la distribucion de tensiones, bajo cargas proporcionales a las reales.
La independencia de la solucién respecto del tipo de material junto con la relacién lineal
entre cargas y desplazamientos permite conocer las tensiones en el poértico real
experimentando unicamente sobre el pequefio modelo. La técnica conocida como
"fotoelasticidad" consiste en construir los modelos con un material particular (material
fotoelastico), que produce una birrefringencia al paso de la luz proporcional a la
diferencia de tensiones principales. El paso de luz polarizada a través del modelo
cargado, y de un segundo polarizador llamado analizador, produce franjas de luz y de
sombra de las que se obtiene informacion precisa acerca del campo de tensiones.

6.5.- Fuerzas de volumen que derivan de un potencial.

Cuando las fuerzas de volumen son tales que sus componentes X; pueden obtenerse
como las derivadas de un cierto potencial escalar V respecto de las coordenadas
espaciales (X;=-V,; ; X=-grad V), entonces las ecuaciones (6.25) pueden generalizarse
de la siguiente manera:

XIZ'V,I; XZZ_V’Z :>
0;1=0,+V;0,=0,;+V;0,=-0,, (6.27)

Notemos que las ecuaciones anteriores definen en efecto componentes que siguen la ley
de transformacion de los tensores: las componentes definidas en (6.25) lo hacian, y en
(6.27) s6lo hemos superpuesto una presion hidrostatica de valor V (adiciéon del valor V a
la diagonal del tensor), que como sabemos es invariante frente a transformaciones de
coordenadas. Por otra parte, es facil mostrar que las ecuaciones de equilibrio se
satisfacen:

G151+ 12:0+X,=0 - Gipo1 + Vo - 0,10 -V, =
G151+0250+X,=0 - 011 + 9y + V- V,, =0

Sabemos que en presencia de fuerzas de volumen la ecuacién de Beltrami-Michell
adopta formas ligeramente diferentes para T.P. y D.P, que respectivamente son:

Expresando las tensiones en funcién de ¢ mediante (6.27), tenemos respectivamente:
T.P.: D.P:
V(V2h)=-(1-v) V2V V(V2h)=-(1-2v)(1-v)1 V2V (6.28)
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Por tanto, en problemas con fuerzas de volumen que derivan de un potencial, la funcién
de Airy debe cumplir la ecuacién anterior que corresponda (segtin sea T.P. o D.P), en
lugar de la de biarmonicidad. Vemos que en un caso con fuerzas de volumen la solucién
de tensiones dependerd del material, en general. No obstante, si las fuerzas de volumen
derivan de un potencial arménico (es decir, se cumple VZV=0), entonces las dos
ecuaciones anteriores revierten a la condicion de biarmonicidad para ¢ (V49=0). En este
caso, desaparece nuevamente cualquier referencia explicita a las constantes elésticas del
material, y es de aplicacion lo dicho en el apartado anterior a cerca de la independencia
de la distribucidn de tensiones respecto de las constantes eldsticas.

Una ecuacién diferencial en derivadas parciales como (6.28), que es no homogénea
(el miembro derecho es una funcién conocida no nula de las coordenadas espaciales),
puede resolverse de la misma manera que una ecuacion diferencial no homogénea
ordinaria: encontrando una solucién particular y superponiéndole la solucién general de
la ecuacién homogénea correspondiente. Como solucién particular podemos tomar
cualguier funciéon ¢ que satisfaga la ecuacién, no siendo necesario que contenga
constantes indeterminadas. La "generalidad" de la solucién general proviene de las
constantes indeterminadas de la soluciéon homogénea. Con frecuencia es muy util pensar
en el sentido fisico del proceso anterior: la solucion puede obtenerse como
superposicion de dos estados eldsticos, uno correspondiente a un problema particular
cuyas condiciones de contorno podemos elegir libremente con tal que actden las fuerzas
de volumen establecidas (ya que su funcién ¢ correspondiente debe satisfacer (6.28)),
mas un cierto estado con fuerzas de volumen nulas (ya que su funcion ¢ debe satisfacer
la condicién V49=0) elegido convenientemente. Los pasos de resolucién segin este
procedimiento son pues:

a) Encontrar la solucion de un problema cualquiera que tenga las mismas fuerzas de
volumen X, pero condiciones de contorno mds sencillas. Por ejemplo, para
analizar rigurosamente una viga con una sustentacion dada y sometida a la accion
de la gravedad, podemos utilizar como solucién particular la de la viga totalmente
apoyada sobre un suelo rigido sin friccion (esta solucién es muy sencilla de
obtener, ya que su estado de tension resulta unidireccional).

b) Superponer la solucién correspondiente a una funcién ¢ biarménica que sea lo
bastante general. No es necesario asegurar que sea la solucién absolutamente
general de V4¢=0 (lo que supondria una extraordinaria complicacién). Solo se
requiere que sea lo bastante general como para que sea posible elegir sus
constantes indeterminadas de acuerdo con el criterio del punto siguiente.

c) Elegir las constantes indeterminadas de manera que la superposicion reproduzca
las condiciones de contorno dadas en el problema.

El enfoque anterior no es el unico posible para la encontrar una solucién de (6.28). Por
ejemplo, si sospechamos que la solucién de ¢ podria ser de determinado tipo, digamos
un polinomio de cierto orden, podemos probar una funcion lo bastante general de ese
tipo despreocupandonos de (6.28), y después ajustar las constantes imponiendo las
condiciones de contorno y (6.28), por el orden que deseemos. Apréciese que en todo
caso, y tanto si existen fuerzas de volumen como si no, la mayor dificultad radica en
acertar con una funcién ¢ que perteneciendo a la tipologia adecuada (biarmoénica o bien
que satisfaga (6.28)), sea lo bastante general para representar ciertas condiciones de
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contorno (las originales del problema o unas complementarias, en caso de que
empleemos superposicion).

Seguidamente presentaremos algunos casos particulares frecuentes de fuerzas de
volumen que derivan de potencial. Antes de ello merece la pena anunciar que la mayoria
de los componentes mecdnicos en ingenieria estan sujetos a cargas de contorno mucho
mads intensas que las de volumen, por lo que estas ultimas suelen poder despreciarse.
Esto es menos cierto en las aplicaciones de ingenieria civil, en las que el peso de la
construccidn supera frecuentemente a las cargas aplicadas. No obstante, en el caso de
vigas suele ser posible sustituir su peso propio por cargas de contorno, con excelente
aproximacion. En el caso de los pilares, el peso propio suele ser despreciable frente a las
cargas de servicio. En otras aplicaciones de ingenieria civil, como elementos de
contencion, es preferible el tratamiento riguroso del peso propio como fuerza de
volumen. En ingenieria de maquinas pueden darse aceleraciones importantes en los
componentes, produciendo efectos de inercia que normalmente deben ser tratados con
rigor como fuerzas de volumen. Es tipicamente el caso de elementos extensos que rotan
a gran velocidad. Si hablamos s6lo de problemas abordables mediante un enfoque
estdtico (al menos en cada instante), la necesidad de tratamiento riguroso de las fuerzas
de volumen en ingenieria se limita practicamente a los casos enumerados en este
parrafo.

Peso propio.

Si se trata en efecto de un problema bidimensional, las fuerzas de gravedad deben
estar contenidas en el plano 1-2. Si la densidad del sélido es constante, la fuerza por
unidad de volumen serd constante, de valor pg, siendo g la aceleracion de la gravedad y
p la densidad. Segin la orientacién de los ejes respecto de la gravedad, la fuerza de
volumen anterior tendrd componentes cartesianas X*;, X*,, de valor constante. Las
fuerzas de volumen constantes derivan del potencial V que se indica a continuacion, por
lo que el campo de tensiones adopta, segiin (6.27), la forma que también se indica:

011 =0y -X" X - X5 Xy 5 O =0, - X X - XXy 5 Oy =-0,5 (6.29)

Ademais, V es en este caso armoénico, por lo que la funcién ¢ debe ser biarmoénica,
como en el caso de fuerzas de volumen nulas (pudiéndose dar la independencia de las
tensiones respecto del material en las condiciones que se expusieron). Un problema se
reduce a encontrar la funcién ¢ biarménica que satisfaga, a través (6.29), las condiciones
de contorno. Para fijar ideas: si la gravedad tiene el sentido negativo del eje x,, serd
X,=0, X)=-pg, V = pgx,, 011 = .00+PgXy, Oy = 0,1 +PEXy, G1p = -0y
Efectos de inercia sin aceleracién angular.

Como es sabido, las aceleraciones de los puntos de un cuerpo rigido en un instante,
pueden describirse en base a movimientos diferenciales (de traslacion y de rotacion) del
s6lido en su conjunto. En un cuerpo deformable, las distancias entre particulas pueden
variar con el tiempo, dando lugar a términos adicionales de aceleracion que dependen
del campo de deformaciones (ya que su presencia conlleva que las distancias relativas
no se mantengan). Los dos efectos anteriores requieren tratamientos muy diferentes. En
el primer caso, la cinematica del sistema o mecanismo al que pertenezca nuestro sélido
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permite conocer las aceleraciones a priori. En el segundo caso, las aceleraciones estan
asociadas a la deformacion del solido, y por tanto no se conocen a priori, sino que deben
ser encontradas como parte de la solucién. Este tipo de problema en que las
aceleraciones y las deformaciones estin matemdticamente acopladas es el objeto de
estudio de la Elastodindmica. En las ecuaciones de campo de esta disciplina interviene
inevitablemente el tiempo como variable. Los problemas més emblemaéticos que estudia
son aquellos en que se debe analizar la propagaciéon de ondas eldsticas, ya sean
transitorias (como en los problemas elastodindmicos de impacto), o en régimen
estacionario (como en los problemas mas frecuentes de vibraciones mecanicas). Vamos
a restringir aqui nuestra atencién al caso en que las aceleraciones asociadas a la
deformacion sean despreciables frente a las debidas al movimiento del conjunto del
s6lido. Veremos que en estos casos es posible un enfoque estatico del problema referido
a un instante dado.

Conocidas la velocidad angular © vy la aceleracién angular Q (supuestas ambas en
el sentido de x;), asi como la aceleracion a® de un punto O de un sélido (el cual haremos
coincidir en el instante considerado con el origen del sistema cartesiano X,,X,), la
aceleracion a de otro punto P del sélido, que en ese instante ocupa las coordenadas
X{,X,, S€ EXpresa en componentes como:

—q0 _ ( _ 02 - — - _ 02
a;=a° - Qx,-QxX,; a=a%+ Qx, - Q%x,

Utilizaremos el principio de D'Alembert para poder contemplar este problema dindmico
bajo el enfoque de equilibrio estitico en que hemos desarrollado la teoria de la
Elasticidad. Las componentes de la fuerza de volumen seran las aceleraciones anteriores
cambiadas de signo, y multiplicadas por la densidad, que supondremos constante:

Nuestra primera pregunta es si existe un potencial del que deriven las componentes
anteriores. De las primeras condiciones expresadas en (6.26) se deduce inmediatamente
que para que dicho potencial exista debe ser X,,,=X,,, (v€ase: X,,,=-V,,=-V,,,=X,,)),
lo que solamente se cumple si la aceleracion angular es nula. Bajo esta condicion
encontramos el potencial V por simple inspeccion:

Q=0= X=-p (a° - Q%)) =
Xy=-p (a% - Q%x)

V=p (a°x, +a%x, - Q2(x?,+x%,)/2) (6.30)
Hay que notar que la expresion de V anterior no es armonica: VZV=2pQ2 (que es una
constante distinta de cero) por lo que las ecuaciones (6.28) suponen condiciones
distintas para ¢ segun se trate de T.P. o D.P. Por tanto, para este tipo de cargas tenemos

V40 =M, siendo M una constante que depende, entre otras cosas, de si se trata de T.P. o
de D.P.

Como ejercicio, vamos a buscar explicitamente una solucion particular para las cargas
de volumen debidas a la rotacion uniforme de un sélido entorno a un punto (el origen,
que tendra por tanto a,'=a_ 2=0). Tal solucién particular podra ser usada en el futuro para
resolver mediante superposicion problemas con este tipo de carga de dominio (ver
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epigrafe 6.6 para mas detalles acerca de este procedimiento). El potencial de las fuerzas
de volumen es en este caso V=-pQ?(x2,+x2,)/2. Para encontrar una solucién particular
de tensiones solo debemos sustituir en (6.27) el valor de V anterior y cualquier funcion
0 que satisfaga V40 =M, que es la forma de (6.28) para nuestro caso. Dependiendo de la
eleccion de ¢ obtendremos distintas soluciones particulares. Para empezar, es natural
pensar en términos de cuarto grado para ¢, ya que sus derivadas cuartas serdn
constantes. Existe alguna ventaja en elegir ¢ de forma que dependa solo de la distancia
al origen, porque ello corresponde al caso mas frecuente en que el s6lido en rotacion
tiene geometria circular (esto se comprenderd mejor al realizar el estudio en
coordenadas polares en un epigrafe posterior). Adoptaremos por tanto una funcién de la
forma

O=A(X?+x2,))?=A (x4 +x4+2x2,x2,)

Para que se cumpla V49 =M debe ser A=M/56. En general, podriamos afadir a esa
funcion cualquier funcién biarmoénica con parametros indeterminados. No lo hacemos
porque no pretendemos ajustar finalmente las tensiones a las de una configuracién
propuesta, sino simplemente encontrar una solucién de tensiones, sea cual fuere. Por
supuesto, esta solucién corresponderd a algin problema, que podremos identificar a
posteriori. La solucion particular adoptada para ¢ produce, a través de (6.27) el campo
de tensiones siguiente:

G1=-0,1,=-8AX X,

No olvidemos que la anterior es una solucién particular de entre las muchas existentes.
Puede comprobarse que para cualquier punto P(x,P,x,P), el vector tensién asociado a la
direccién OP (cuyo vector unitario llamaremos n) es:

on, = (4A (OP)2 +V) n,

Es decir, o™ es colineal con la direccion n. Por tanto, en cualquier punto, las direcciones
principales son la radial y la perpendicular a ella. Ademas, como V es también
proporcional a OP2, la tensién normal en todos los puntos del contorno de un circulo
cualquiera centrado en el origen es la misma, y depende del radio al cuadrado del
circulo. La tension tangencial es evidentemente nula, y puede comprobarse que la
tension circunferencial (tensiéon normal segun la direccién perpendicular a n) depende
también del radio al cuadrado. A la vista de las simetrias implicadas en las
consideraciones anteriores, estamos en disposicion de identificar que la solucion
particular que hemos encontrado podria corresponder al problema fisico de un disco
macizo girando en torno a su centro, y que ademds estuviese sometido a una cierta
tension normal en su contorno.

6.6.- Fuerzas de volumen que no derivan de potencial.
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Acabamos de encontrar un caso de interés, cual es el de aceleraciones angulares no
despreciables, en el que las fuerzas de volumen no derivan de un potencial. Este tipo de
problemas no admite un tratamiento sencillo en el contexto de la funcion de Airy. No
obstante, si somos capaces de encontrar (por procedimientos ajenos a la funcién de
Airy) una solucién particular para las cargas de volumen dadas, es posible plantear la
resolucion mediante superposicion de esa solucion particular y la solucidén de un cierto
problema sin fuerzas de volumen, con las condiciones de contorno adecuadas. La
justificacion de que tal planteamiento es correcto se encuentra en las mismas ecuaciones
de Navier (reproducimos las del caso tridimensional por generalidad; el razonamiento es
andlogo para las correspondientes ecuaciones en T.P., y en D.P):

(A+G)u i

jii TOU =—X
Se trata de ecuaciones no homogéneas en derivadas parciales, cuya solucién general
puede obtenerse mediante superposicion de una solucién particular mds una solucién
general de las ecuaciones homogéneas. Ello significa que para resolver un problema
dado hemos de superponer la solucién de cualquier problema que tenga las mismas
fuerzas de volumen, més la solucién de cierto problema sin fuerzas de volumen cuyas
condiciones de contorno sean las complementarias del primero, de modo que la
superposicion reproduzca las del problema original. Con esta idea, y supuesto que
seamos capaces de encontrar una solucién particular, la complicacion revierte a la de un
problema matematico sin fuerzas de volumen.

Efecto de inercia debido a la aceleracion angular.

Vamos a obtener seguidamente una solucién particular que involucra a la
aceleracion angular. La solucién particular que obtendremos podré utilizarse para tratar
el término de fuerza de volumen debido a la aceleracién angular en cualquier problema
futuro, mediante el enfoque de superposicion que hemos apuntado.

El problema particular que planteamos se muestra en la primera figura 6.13, y consiste
en un disco giratorio de radio "a" con velocidad angular nula, pero aceleracion angular
distinta de cero causada por tensiones tangenciales uniformemente distribuidas en el
contorno r=a. Lo anterior corresponderia al instante en que el disco empieza a moverse
desde un estado de reposo. Tomamos coordenadas polares 1,0, y definimos unos ejes
polares (cuya orientacion depende del punto considerado), a los que también notamos
como r,0. Consideramos un elemento diferencial limitado por lineas r=cte, O=cte, como
indica la segunda figura 6.13.
<

Og,t Og.p do

T
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Figuras 6.13.- Disco giratorio con tensiones tangenciales en su contorno.

Si cambidsemos el sentido de las tensiones en el contorno, las fuerzas de volumen, asi
como todas las variables eldsticas en general, serian las mismas pero cambiadas de
signo. Por otra parte, ese problema seria "una imagen en el espejo" del problema
original. La combinacién de ambas consideraciones conduce a que el desplazamiento
radial u, de cualquier punto serd nulo en ambos problemas, ya que es la unica manera de
que uno sea imagen especular de otro y a la vez u, tenga signo opuesto en cada punto
homologo. El mismo razonamiento conduce también a que deben ser 6,=0, 64,=0 en
todos los puntos. De paso, notemos que pensando en un disco delgado, el mismo
razonamiento conduce a que 6,,=0. Por tanto se trata de uno de los casos excepcionales
en que las hipdtesis de tension plana son exactas. La tercera figura 6.13b indica las
componentes no nulas de tensién que actian en las caras del elemento, asi como la
fuerza unitaria de volumen segun el principio de D'Alembert. El equilibrio de fuerzas en
la direccién 0 se expresa como:

(0,104, dr)(r+dr)d® - G, 1dO +
+G,, dr sen(d6/2) + (Gg+Gg,.4d0) dr sen(d6/2) -prQ rdd dr = 0

La anulacion de momentos respecto de un punto cualquiera requiere que O,=Og,
similarmente a lo que sucede en coordenadas cartesianas. Los diferenciales de primer
orden se cancelan. Despreciando los de orden tres y superiores y dividiendo por rd@ dr
se obtiene:

2 .
?Gre + Gre,r = pI‘Q

Se trata de una ecuacién diferencial lineal no homogénea de coeficientes no constantes.
Construiremos la solucién por superposicion de una particular mas una general de la
homogénea. Como solucién de la homogénea ensayamos 6,,=Cr®, y encontramos por
sustitucion directa que debe ser o=-2. Por tanto, la solucion homogénea general es
6,,=C/12, donde C es una constante arbitraria. Como solucién particular ensayamos
nuevamente una funcién de la forma 6,,=C'r*, encontrando en este caso que debe ser
a'=+2, C'=pQ/4, por lo que la solucién particular es GrS:erQ/4. La solucion de
nuestra ecuacion diferencial es la superposicion:

Q C
=p7r2+r—2 ; 0y =0gg=0 (6.31)
La constante C debe ser nula en este caso para mantener la continuidad en el origen
(podria no serlo para un disco con agujero interior). Con esto, tenemos la solucién
particular de tensiones debidas a aceleracién angular que necesitdbamos para el
tratamiento de los efectos de inercia realizado en el apartado anterior. Por supuesto, las
componentes de tensidon en un sistema de coordenadas cartesianas se obtienen mediante
las ecuaciones de transformacioén (1.20) habituales, o equivalentemente utilizando el

diagrama bidimensional de Mohr.

Gre

Lo cierto es que todavia no hemos abordado formalmente el tratamiento del problema
elastico plano en coordenadas polares (se abordard mds tarde en este mismo capitulo).
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Por ello, y aunque en esencia se trata s6lo de un problema matemético de cambio de
variables, el desarrollo anterior puede plantear algunas dudas al lector. En particular,
hemos obtenido la solucion de tensiones en base al equilibrio del elemento, sin asegurar
la existencia de un campo de desplazamientos asociado a esas tensiones. Esto hace que
la solucion de tensiones (6.31) sea simplemente una tentativa que requiere
comprobacion. Para no diferir dicha comprobacién a un epigrafe posterior, apreciemos
que el primer invariante (bidimensional) de tensién de nuestra tentativa (6.31),
0,+049=0,,+0,=..., €s 1dénticamente nulo en todos los puntos del sélido, por lo que
también lo serd su laplaciano, V2(G,+04,)=0. Por otra parte se comprueba facilmente
que el campo de fuerzas de volumen del problema es adivergente, div(X)=0. La
ecuacién de Beltrami-Michell, V2(6,+0,4)=ctexdiv(X), resulta por tanto una identidad
tanto para T.P. como para D.P. El que esta ecuacion se satisface asegura la existencia de
un campo de desplazamientos asociado a nuestra solucion de tensiones, que por tanto es
la correcta.

6.7.- Planteamiento en coordenadas cartesianas.

A continuacion presentaremos algunos enfoques para la obtencion de soluciones en
ciertos tipos de problemas. El sistema cartesiano de coordenadas x;,X,, es claramente
idoneo para resolver problemas de solidos rectangulares, cuyos contornos son de la
forma x,=cte, x,=cte. Los sélidos tipo viga constituyen una categoria importante de
problemas con esta geometria. Existen ademds otros tipos de problemas, que
habitualmente tienen todos sus contornos rectos, cuya resolucion es factible utilizando
coordenadas cartesianas.

Funciones de Airy polindmicas.

Un polinomio en Xx;, X,, de grado tres o menor siempre serd una funcién
biarménica, que podremos utilizar como funcién de Airy. La funciéon mas general de
este tipo es:

= Ax3 2 2 3 2 2
0= Ax3 + Bx?,x,+ Cx;x2,+ Dx3,+ Ex?,+ Fx, x,+ Gx2,

Se han escrito los términos de tercer grado con coeficientes A, B, C, D, y los de
segundo grado con coeficientes E, F, G. No se incluyen términos lineales ni constantes,
que no aportarian nada al campo de tensiones (cualquier derivada segunda suya se
anula). Las figuras 6.14 recopilan la forma de las tensiones en contornos x,=cte y x,=cte
que corresponden a cada término del polinomio, segin (6.25). Los valores concretos
dependen de los de los coeficientes, y de la posicion del origen de coordenadas. En
particular, cualquier evolucion lineal de tensiones de las mostradas, que se han dibujado
de forma que se mantenga su signo en el rango de la figura, tendria un cambio de signo
si el origen de coordenadas estuviese dentro del dominio rectangular.



6.34 ESTADOS BIDIMENSIONALES
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Figura 6.14.- Aportacion de términos cuadraticos y cibicos de ¢ a las tensiones.

La informacién anterior permite saber inmediatamente si serd posible o no ajustar
ciertas condiciones de contorno con un polinomio de tercer grado. Por ejemplo, no es
posible ajustar con esa limitacién las condiciones 6,,=-p en X, =+a, 0,,=0 en X, =-a,
0,,=0 en x,=*a (p, a, ctes), en todo un rango de valores de x;, ya que no hay forma de
anular la tensién G, aportada por el término x? x, de ¢, que seria necesario introducir.
Por supuesto, no estamos limitados a términos polinémicos de orden dos y tres en la
funcién de Airy. Simplemente ocurre que cualquiera de esos términos es biarmdnico, y
no requieren comprobacion al respecto. Los términos de cuarto orden y superiores no
son biarmoénicos aisladamente, y es necesario imponer que lo sea el conjunto de ellos en
el polinomio (los términos de cuarto orden x,’X, y X;X,> si que son biarmdnicos
excepcionalmente). Por ejemplo, si debemos incluir un término tipo x4, que no es
biarmoénico por si mismo, debemos hacer en alguna forma combinada con la otra
coordenada que si lo sea, como (x,*-X,%), 0 (x,*-6X,%X,?).

En general utilizaremos un enfoque semi-inverso de resolucién, consistente en observar
atentamente las condiciones de contorno y las simetrias del problema para obtener
indicios de qué tipo de términos polinémicos seran necesarios. Por ejemplo, si ,, varia
linealmente en x,, necesitaremos términos en ¢ que contengan x,3. Basdndonos en estos
indicios propondremos una funcién ¢. Conviene que nuestra propuesta sea lo mads
general posible dentro de lo razonable, porque rara vez resulta ser biarménica una
funcién que se limite a satisfacer los "indicios" aportados por las condiciones de
contorno. Finalmente ajustamos los coeficientes del polinomio de modo que sea
biarmonico y satisfaga las condiciones de contorno. Si ello no es posible, es que nuestra
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funcién ¢ propuesta no es lo bastante general, o simplemente no es del tipo adecuado
para el problema en cuestion.

Condiciones de contorno en forma débil.

Existen muchos problemas en los que una distribucién complicada, o desconocida
en detalle, de cargas actiia sobre una pequefia porcién del contorno del sélido. En estas
situaciones es posible invocar el principio de Saint Venant para obtener una solucién
util desde el punto de vista practico, ignorando la forma particular de la distribucién de
tensiones en la zona en cuestion, y aproximandola por otra forma que tenga la misma
resultante y momento. Esta forma de imponer las condiciones de contorno se conoce
como "forma débil". En general, cuando en lugar de imponer condiciones de contorno
especificando el valor de la variable en cada punto ("forma fuerte"), se especifica el
valor de alguna o algunas integrales suyas en cierto dominio, se dice que se trata de
condiciones en forma débil.

Una forma débil es matemdticamente mucho menos exigente que una forma fuerte, por
lo que es mas probable que una determinada funcién ¢ que ensayemos resuelva un
problema si aceptamos expresar en forma débil algunas de sus condiciones de contorno.
Por tanto, desearemos utilizar formas débiles siempre que sea razonable. Como criterio
general, debe entenderse que no tendria sentido expresar en forma débil una condicién
que afectase a una gran zona del contorno del s6lido, ya que el principio de Saint Venant
no serfa de aplicacion, y el error asociado a esa aproximacién no quedaria confinado a
un pequefio dominio.

Un ejemplo: Viga con carga uniforme.

Como ilustracién de lo expuesto en los dos apartados anteriores, consideremos el
problema de la figura 6.15, que representa una viga simplemente apoyada (asi se
denomina a la sustentacion indicada), con carga uniformemente distribuida en su
contorno superior, X,=b. Si p es el valor de la carga por unidad de longitud, la reaccién
en cada apoyo serd pa, como se indica. Para poder ser considerada como tal, el canto
(2b) de una viga siempre serd pequeiio comparado con su longitud (2a), por lo que los
contornos x; =ta son pequefias regiones del sélido, y en principio es de esperar poco
error si sustituimos las cargas que actden aqui por otras estdticamente equivalentes.
Aplicando la idea anterior, sustituiremos las fuerzas puntuales pa, incomodas de
manejar analiticamente, por distribuciones de tensiones tangenciales en los contornos
x,=*a. La opcion mas sencilla serfa una tension tangencial constante.
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Figura 6.15.- Viga simplemente apoyada con carga uniforme.

Sin embargo, en un elemento diferencial situado en una esquina de la viga (puntos x,=%
a, X,=1b), tendriamos un valor no nulo de tension tangencial en la cara vertical y nulo en
la horizontal (esto ultimo segun el enunciado, que no deseamos modificar en lo referente
a los extensos contornos x,=*b). Tal elemento no podria estar en equilibrio, ya que no
se cumpliria la condicién 6,,=0,,, lo que no es coherente en nuestro contexto. Para que
no se produzca esta incoherencia elegiremos una evolucion de tension tangencial que se
anule en x, =tb, como se indica en la figura 6.16.

AX2 p
v o4 b b gLy b

Resultante
= pa @ D
2a

J7 Resultante
2b D =pa

Figura 6.16.- Aproximacioén de las condiciones de contorno en los extremos.

Lo anterior constituye la aproximacion de algunas de las condiciones de contorno
en tensiones (las reacciones) por formas débiles en los extremos de la viga, lo que es
una forma de decir que consideramos valida cualquier evolucion de tension tangencial
en esos extremos, siempre que su resultante tenga el valor correcto, y en este caso que
ademds se anule en las esquinas. Vamos a plantear una solucién basada en funciones
polindmicas. El polinomio mas sencillo que puede adaptarse a los requisitos en x,=*a es
de segundo grado en x,. Como ©,,=-0,,,, hemos de considerar una funcién de Airy al
menos cubica en X, y al menos lineal en x,. Por otra parte, las tensiones G,, deben variar
al menos linealmente con x,, para poder tomar el valor -p en x,=b, y cero en x,=-b, y ser
constantes al variar x,. Como ©,,=0,,, tenemos que considerar una funcién de Airy al
menos lineal en X, y cuadratica en X,.

Las observaciones anteriores nos ofrecen una orientacion acerca del tipo de funcién
0 que necesitamos, pero no debe esperarse que incluyendo solamente en ¢ los términos
que reproducen las condiciones de contorno se obtenga la solucién del problema:
debemos plantear una ¢ lo bastante general como para que ademds podamos ajustar la
condicion de biarmonicidad. El como dotar a ¢ de generalidad suficiente pero sin llegar
a complicar innecesariamente el problema no es una cuestion evidente. En general es
preferible incluir términos innecesarios (y encontrar que su coeficiente es cero) a no
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incluir términos que hubiesen sido necesarios (y tras un tedioso proceso no obtener mas
conclusién que la funcidén propuesta no resuelve el problema). Teniendo en cuenta lo
anterior, y puesto que los mayores ordenes necesarios son cuadrético en X, y cibico en
X,, podriamos considerar un polinomio completo de grado 3+2=5. Un polinomio
completo en X,,X,, de grado 5 tiene, tras descartar los términos lineales y constante, 18
coeficientes que debemos ajustar. Podemos simplificar un poco la tarea haciendo
intervenir la simetria en tensiones del problema respecto del plano x,=0. En virtud de
dicha simetria debe cumplirse:

011 (X ,X0)=0 1 (-X,Xp) 5 Op(X[,X5)=055(-X[,X5) 5 Op5(X1,Xp)=-05(-X},X,)

A la vista de (6.25), las condiciones anteriores se satisfacen si la funcion ¢ es par en x,.
Por tanto ¢ queda limitada a la forma:

0=f,(x,) + X2 £,(x,) + x;* f5(x,) + ...

Donde f(x,) son polinomios en x,. Nuestra propuesta de funcion de Airy serd pues un
polinomio de grado 5 par en x,;. Como las condiciones de contorno sugieren que serd
suficiente una variacion cuadrética en x,, adoptaremos ademds esta limitacion. En
problemas que el lector aborde por si mismo, esto ultimo debe considerarse un riesgo
innecesario, ya que no supondria gran complicacién incluir los términos X4, x;X,.
Proponemos en definitiva el siguiente polinomio como funcién de Airy:

0 = x,2 (C;x,34+C,x,24+C;3x,+C,) + Csx,7+C X, 4+ Cox,34+Cgx,?

Intentaremos imponer a este polinomio la condicién de biarmonicidad y las condiciones
de contorno, via (6.25). El conjunto de condiciones es:

=i nx, =t b
01,=0 enx, =tb Ibclldxzzo en x, =xa

6,,=0 enx,=-b b
22 2 jb011x2dx2 =0 en x,=%a

=- n x, =+ b
=P enx, =+b jbclzdxzzipa en x, =*a

V49=0

Las condiciones dadas en forma integral corresponden a la expresion en forma débil de
las condiciones de contorno en los extremos x,=fa de la barra. Las condiciones en
forma fuerte (las que figuran a la izquierda) corresponden a los grandes contornos x,=%*
b. La condicién de biarmonicidad debe imponerse en todo el dominio. Podemos
imponer las condiciones en el orden que deseemos, si bien suele resultar operativamente
mds comodo comenzar por las condiciones dadas en forma fuerte, y de ellas por las
homogéneas (valores dados iguales a cero). Operando asi obtenemos:

6,,=0=-0,,, en x,=+b, = 2x,(3C,b2 + 2C,b + C;) =0 = C,=0 ; C;=-3b2C,
6,,=0=0,;, en x,=-b, = 2(-C,b? - C;b + C,) =0 = C,=-2b3C,
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Biarmonicidad: ¢,;;;; + 20,120 + 0,000 =0 =

G, =0, =P en X, =+b = 2(C,b3 + C3b + C,) = -p = C,= p/(8b3)

Calculado C, sabemos también C;, C, y Cs. Resumamos lo obtenido hasta aqui:
C,=p/(8b3) ; C,=0; C;=-3p/(8b); C,=-p/4; Cs=-p/(40b3); C(=0

Quedan por ajustar las constantes C,; y C,;. Pasemos a imponer las condiciones de
contorno en forma débil, comenzando por las homogéneas:

b
J‘_bcsndx2 =0 en x;=%a
b5 3 .2 2 4 2 b
= [ (x16Cx, +20Cx3 +6C;x, +2C;)dx, = [a73C,x3 +5C3x3 +3C;%] +2c8x2]_b =
=4Cb=0 = C4=0

b
j_b511X2dX2 =0 en x;=x%a
b 3 T2 3 5 31
= [ (x]6C;x; +20C5x3 +6C;x, +2C4)xdx, =[a72C,x] +4Csx3 + 2C7x2]_b =

1 a’

2 2 3

—a2p/2—b’p/544b°C. =0 = C,=|— -2
P P ’ 7 (2013 8b3jp

Con esto tenemos calculadas todas las constantes, pero ain nos queda alguna condicién
por imponer. Si la misma no se satisficiera para los valores de las C; ya calculados,
concluiriamos que la funcién ¢ propuesta no resuelve el problema, y pasariamos a
proponer otra mds general. Comprobamos que, afortunadamente, si se satisface:

b b b
j_boudXZ = j_b—2x1(3clx§ +Cy)dx, =25, Cx3 +Cax, || =-2x,(2C,b° +2C;b) =
=-2x,(p/4-3p/4)=px,

Que efectivamente vale +pa en x;=a, y -pa en x,=-a. La funcién propuesta satisface
todos los requerimientos del problema, y por tanto proporciona la soluciéon del mismo.
Seguidamente se detallan las componentes de tensién que derivan de la ¢ calculada:

of P 3 3p pl_ px 1 a’ | 5
=X|| ==X, ——X,—— |~ + - X
\ 1{8b3 > 8b ° 4} 40b°> p{ZOb 8b* |

X2

_P 3 3p p B _3x§ 3}



ESTADOS BIDIMENSIONALES 6.39

Es interesante observar la evolucion de las componentes de tensidn anteriores,
mostradas a escala en la figura 6.17 para el caso a=10, b=1, y carga p unidad. La
esbeltez, dada por la relaciéon longitud/canto, es pequefia en este caso (10:1), siendo
usuales relaciones del orden de 25:1. Precisamente, los efectos que comentaremos ahora
son ain mds acusados para esbelteces mayores.

x ;=0 X =5 X ;=8 x ;=10
.56 27 (aumentad0)>/ —~

w fffffffffffff i ffffffffff ? 77777777 /| 00209\
o S~ >«l\\ o )

+0.2

N

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

() 6, =0 -
12 12 +3.75 VM | 475
<
y -
Vilido
Gy VX,

-0.5
(trazado a mayor escala)

Figura 6.17.- Tensiones en la viga simplemente apoyada. a=10, b=1, p=1.

En las gréficas de tensiones normales G,,, que se dibujan en las secciones x,=0 (mitad
de la viga), x,=5, x,=8, y x,=10 (extremo de la viga), y de las demds componentes de
tension, llaman la atencion los siguientes aspectos:

En la inmensa mayoria del sélido, las tensiones 6,; son mucho mayores que la
carga p aplicada, y que cualquier otra componente de tensién. Esto es una
caracteristica general del trabajo a flexion, que es la denominacién que recibe la
tipologia resistente consistente en un elemento esbelto poco sustentado que
soporta cargas transversales.

En el extremo x,=10 de la viga, la tensién ©,;; obtenida es en cambio muy
pequeiia, como muestra la acotaciéon de maximos y minimos (se ha dibujado a
escala aumentada para que no se aprecie como cero). Esto es satisfactorio, ya
que en el problema original, figura 6.15, las tensiones normales son nulas en
esas caras. Notese que la distribucion de 6, es impar en X,.

La evolucién de tensiones normales es muy aproximadamente lineal en x, para
todas las cotas x, dibujadas a excepcién de la x,=10, lo que evidencia que el
término en x,3 es practicamente despreciable salvo en zonas muy proximas a los
extremos de la viga.
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e Las tensiones tangenciales son pequefias comparadas con las longitudinales,
tienen evolucién parabdlica en x,, y crecen desde valor nulo en x,=0 hasta
valores mdximos en los extremos de la viga.

e Las tensiones G,, son comparativamente muy pequefias en todo el sdlido,
evolucionando desde el valor prescrito no nulo (p=1) en x,=b hasta cero en x,=-
b. Es llamativo que se den las menores tensiones precisamente en la direccién
en que actuian las cargas exteriores .

El lector tendréd oportunidad de identificar en las hipétesis habituales de Resistencia de
Materiales (R.M.) las observaciones anteriores, al estudiar esa disciplina. Para dar
noticia de la buena aproximacién que se consigue bajo dichas hipdtesis (que no
entramos a detallar), incluso en una viga de moderada esbeltez como la que hemos
analizado, se comentan a continuacion los resultados dados por la R.M. para este

problema:
RM _ 3P 2 3pa’

RM
=——X;X,———X, =>(6,,—C
1 1X2 2 1 1
4b° 4b°

_ _p_Xg 3px,
2b°  10b

El error anterior de la solucién de R.M. es del orden de 0.5 en nuestro ejemplo, y resulta
poco importante en la préictica, ya que afecta a tensiones 6, de valor bastante superior a
20 en casi todo el s6lido, como hemos visto. En cuanto a las tensiones tangenciales G,,,
las calculadas segun la R.M. coinciden con las obtenidas aqui. Las tensiones G,, son
directamente obviadas (supuestas nulas) por la R.M.

Como argumento a favor del uso de formas débiles, puede comprobarse que si se
sustituye alguna de las condiciones en forma débil que hemos empleado por su
correspondiente forma fuerte, por ejemplo si se impone 6,,=0 en x,= *a, en lugar de
imponer la anulacién de su integral, la busqueda de una funcién de Airy satisfactoria se
complica drasticamente (una solucién del tipo de la que hemos encontrado no es capaz
de satisfacer ese requerimiento). Si hubiésemos procedido asi, habriamos descartado la
solucién presentada, que en realidad tiene excelente precision desde el punto de vista de
cualquier aplicacién préctica.

Se ha mostrado que pueden obtenerse soluciones interesantes mediante funciones
de Airy polindmicas. Sin embargo, el nimero de pardmetros independientes entre si
disponibles para ajustar condiciones de contorno no crece tanto como puede parecer en
un principio cuando aumentamos el grado del polinomio. En efecto, un polinomio en
X,X,, tiene n+1 términos de grado n. Al imponer la condicién de biarmonicidad al
polinomio, dichos términos pasan a ser de grado n-4 (suponemos n>4). Notese que no
habrd mas términos de grado n-4 que los que provengan de términos de grado n en el
polinomio original, por lo que la condicién de biarmonicidad debe satisfacerse para cada
conjunto de términos de grado n independientemente. Aplicada la condicién de
biarmonicidad, V4¢=0, aparecerdn los n-3 términos posibles de grado n-4, todos los
cuales deben anularse. Esto supone n-3 relaciones entre los n+1 términos de grado n del
polinomio original. Por lo tanto, de los n+1 pardmetros sélo son independientes (n+1)-
(n-3)=4 pardmetros. Es decir, que cuando decidimos aumentar en uno el grado del
polinomio, s6lo estamos introduciendo 4 parametros utiles para ajustar condiciones de
contorno, con independencia del grado del polinomio.
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Funciones de Airy en forma de serie.

La utilidad del uso de polinomios como funciones de Airy estd limitada por la
complejidad algebraica que suponen para grados elevados. Esta limitacion estd agravada
por el hecho de que al aumentar el grado del polinomio la complejidad algebraica crece
mucho mds aprisa que nuestras posibilidades de que el polinomio de solucién a nuestro
problema, por los motivos expuestos en el parrafo anterior. Ademds se dd la
circunstancia de que algunas formas de carga importantes no admiten ser representadas
mediante una serie de potencias convergente (por ejemplo una carga concentrada,
asociada matemadticamente a la funcion delta de Dirac). El uso de polinomios serd
claramente inadecuado en estos casos. A la vista de las limitaciones que se divisan en el
uso de polinomios, deseariamos disponer de algin procedimiento que ofrezca mayores
garantias de que nuestros esfuerzos serdn fructiferos. Un enfoque de utilidad es plantear
soluciones en forma de serie de Fourier. Para ilustrar este procedimiento en coordenadas
cartesianas nos apoyaremos en el ejemplo de viga simplemente apoyada sometida a
carga distribuida de forma arbitraria en su contorno superior, como muestra la figura
6.18. No se indican explicitamente cargas concentradas, aunque podria haberlas.

Figura 6.18.- Viga con carga distribuida de forma arbitraria.

La mayor dificultad del problema planteado es aproximar la funcion de carga p(x;)
en el contorno superior. Consideremos una funcion de Airy de la forma:

¢=f(x,) cos(rx,)

La idea subyacente es que las tensiones que derivan de esta funcidn tendrdn un factor
tipo coseno (0 seno), y superponiendo varias de estas funciones con distintos valores de
A podremos aproximar cualquier evolucién de tensiones en X,. Impongamos que la
funcion ¢ sea biarmonica:

Vi =2 (x,)cos(Ax,) + """ (x,)cos(Ax,) —2A* "' (x, ) cos(Ax,) = 0
= AF(x,) +""(X,) = 20" (x,) =0
Las primas denotan el orden de derivacion de f respecto de x,. El polinomio
caracteristico de esta ecuacion diferencial ordinaria de coeficientes constantes es A* + s*

- 2A2s2 = 0, cuyas raices son s=+A (doble), s=-A (doble), por lo que su solucidn es:

f(x,)=(A+Bx,)e"™ +(C+Dx,)e ™
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Por tanto, la funcién f(x,) contiene cuatro pardmetros indeterminados (A,B,C,D).
Construimos una funcién ¢ mas general por superposicion:

0= an(xz)cos(knxl) = Z[(An +B,x,)e"™ +(C, +D,x, Yo hixe cos(nmx, /a) (.32)

n=1 n=1

Hemos elegido A, =nm/a para que ¢ tenga forma de desarrollo en serie de Fourier en -
a<x,;<+a. La funcioén anterior es simétrica en X, puesto que solo contiene términos en su
coseno. El desarrollo general de una funcién tendrd también los correspondientes
términos tipo seno (antisimétricos respecto de X,), que reciben idéntico tratamiento, y
que omitimos por brevedad. Las componentes de tensién que derivan de (6.32) tienen
también forma de serie de Fourier, ya que para el armoénico n de la serie tenemos:

o, =1 (x,)cos(A,X,); Gy =—f (X,)A% cos(A,X,); G, =—f (x,)A, sen(A, x,)

En cada arménico n tenemos cuatro coeficientes (y otros cuatro si hay términos en seno,
para los que se aplican idénticas consideraciones), por lo que serd posible ajustarlos para
que se satisfagan las tres condiciones de contorno homogéneas en los grandes contornos
X,=tb. Estas tres condiciones son:

Gpy(x,=—b)=0=f,(-b)=0
G, (X, =+b)=0=1, (+b) =0
G,(x,=—b)=0=f (-b)=0

Tras imponer las condiciones anteriores aun quedard disponible un pardmetro (por
ejemplo habremos expresado B,, C,, D,, en funcién de A ), que se ajustard para que
f (+b) tenga el mismo valor que el coeficiente correspondiente del desarrollo en serie de
Fourier de la carga actuante el contorno superior. De esta manera podemos ajustar tantos
términos como queramos del desarrollo en serie de Fourier de la carga dada, a la vez que
se respetan las otras condiciones de contorno en x,=tb. Para realizar lo anterior
debemos obviamente disponer del desarrollo en serie de Fourier de la carga, lo que se
supone al alcance del lector. Por ejemplo, los coeficientes de una serie de Fourier
truncada pueden evaluarse resolviendo el sistema de ecuaciones (ordinarias) resultante
de imponer la igualdad entre la funcién original y la aproximacién en serie, en los ceros
del primer término descartado de la serie. El desarrollo en serie de Fourier de la carga
aplicada (0,,(x;) en X, =b) incluird en general un término constante, ademds de los
trigonométricos. Este término no aparece en la superposicion de funciones que estamos
empleando (nétese que para n=0 la ecuacion (6.32) degeneraria a un polinomio de grado
uno, que no tendria ningin efecto sobre las tensiones). Es por tanto necesario
superponer a la funcién de Airy (6.32) un polinomio de segundo grado para que genere
el término de tensién constante mencionado.

Realizado todo lo anterior, hemos de ajustar atun las condiciones de contorno en los
contornos X,=*a, lo que haremos en forma débil mediante funciones de tipo polinémico,
siguiendo el enfoque del apartado anterior. La solucién de este tipo, a superponer a la
solucién en forma de serie, debe tener G,, y G,, nulas en x,=tb, mientras que G,, y 0,,
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en x,=ta deben complementar a la solucién en serie para que la fuerza resultante y el
momento tengan el valor correcto en esos extremos de la viga.

El procedimiento descrito en este apartado muestra un camino de resolucién para
cualquier problema tipo viga apoyada en sus extremos, si aceptamos imponer las
condiciones de contorno en esos extremos en forma débil. Las cargas a lo largo de la
viga pueden ser representadas con tanta exactitud como se desee, tomando mas términos
del desarrollo en serie.

Merece la pena realizar una reflexion final acerca de la aplicabilidad del
procedimiento descrito a otros tipos de problemas fisicos, con tal de que estén
caracterizados por ecuaciones diferenciales lineales. Dicho procedimiento consiste en
buscar una forma sencilla de solucién que contenga un parametro (frecuentemente es
buena idea intentar una forma con variables separadas), y construir una solucién mas
general superponiendo soluciones, con un valor distinto del pardmetro y una constante
multiplicativa cada una, disponible para ser ajustada a conveniencia. El procedimiento
es también aplicable cuando el dominio es infinito o semi infinito, en cuyo caso, y
supuesto que se empleen funciones armonicas en X, aparecen las integrales asociadas a
la transformacion de Fourier en lugar de sumatorios de términos arménicos.

6.8.- Planteamiento en coordenadas polares.

La posiciéon de un punto P del plano puede expresarse mediante coordenadas
cartesianas X,(P), x,(P), como hemos venido haciendo hasta ahora, pero en muchos
problemas es mds conveniente elegir otro tipo de coordenadas. En coordenadas polares,
la posicion de un punto del plano se expresa mediante su distancia a otro punto que
Ilamaremos origen, y el dngulo que forma la recta que pasa por ambos puntos (el origen
y el punto P en cuestién) con una direccién fija. Si hemos definido previamente un
sistema de coordenadas cartesianas, y hacemos coincidir su origen de O con el origen de
coordenadas polares, la posicion de un punto P queda determinada por el dngulo 0 y la
distancia r indicadas en la primera figura 6.19.

e LT

Figuras 6.19.- Coordenadas polares y ejemplo de componentes positivas de tension.

Adicionalmente, definimos dos direcciones asociadas al punto P, que abusando de
la notacién llamaremos direccién r y direccion 0, y que son respectivamente la direccion
obtenida haciendo variar la coordenada r con O=cte, y la direccion tangente al circulo
obtenido al variar 6 con r=cte. Se define un sentido positivo en cada una de estas
direcciones, que es el sentido creciente de la coordenada correspondiente, segin indican



6.44 ESTADOS BIDIMENSIONALES

las flechas en la segunda figura 6.19. Es frecuente denominar a estas direcciones 'eje r' y
'eje 0', lo que se hard en lo sucesivo en este texto, aunque estos 'ejes' no se utilicen para
especificar la posiciéon de un punto: estas direcciones o 'ejes', que son perpendiculares
entre si, se emplean Unicamente para expresar las componentes de las diversas
magnitudes vectoriales y tensoriales asociadas al punto considerado. Como ejemplo, las
dos ultimas figuras 6.19 muestran las componentes del tensor de tensiones en el punto P
segin los ejes r y 6. Al igual que en coordenadas cartesianas, una componente de
tension es positiva si actia sobre un plano de normal dirigida en la direccién positiva
(alternativamente, negativa) de un eje, y ademds la propia componente de tension tiene
el sentido del eje al que es paralela (alternativamente, sentido contrario), y es negativa
en otro caso. Finalmente, un elemento diferencial de dominio se define de manera que
sus caras tengan una coordenada (r o 0) constante, al igual que en cartesianas. La
primera figura 6.20 muestra un elemento diferencial de dominio en coordenadas polares.

Gpg+ O doe
06 96,9 Orr + Oprr dr

G.q + © dr
o +0 ro rG,r
(r+dr) d© Or Or.6 e

rdo

(>X 1 /
GI‘I‘

GCop

-

Figuras 6.20.- Elemento diferencial de dominio y tensiones positivas sobre el mismo.

Existen algunas diferencias destacables entre un sistema de coordenadas como el
polar y un sistema de coordenadas cartesianas. En el primero, la direccion de los ejes en
los que expresamos las componentes de magnitudes varian con la posicion considerada,
lo que no ocurre en el segundo. Por tanto al observar una magnitud (vectorial o
tensorial) en dos puntos distintos el cambio de valor de sus componentes polares se
deberd no sélo a que el punto de observaciéon ha cambiado, sino también a que han
cambiado las orientaciones de los ejes en los que expresamos las componentes. La
consecuencia mds inmediata de lo anterior es que las férmulas que relacionen
magnitudes correspondientes a distintos puntos, como por ejemplo las que expresen
alguna propiedad referente a todo un diferencial de sélido, tendrdn apariencias distintas
en coordenadas polares y en cartesianas. El hecho de que una férmula contenga
derivadas espaciales es el indicativo matematico de que la misma relaciona magnitudes
asociadas a puntos distintos, y por lo tanto podemos ya adelantar que las expresiones de
las ecuaciones de equilibrio interno, las relaciones deformacién - desplazamiento, las
ecuaciones de Michell y Beltrami, etc, tendrdn diferente aspecto en coordenadas polares
que en cartesianas. En cambio, las ecuaciones que expresan la ley de Hooke no
contienen derivadas, y la forma de estas ecuaciones no se ve alterada (supuesta la
isotropia del material).

Para ilustrar lo anterior, planteemos el equilibrio de un elemento diferencial de sélido.
Como referencia, la segunda figura 6.20 muestra las componentes positivas de tensién
que actian en el contorno del elemento diferencial. La suma de fuerzas en la direccién
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radial r y en la direccion circunferencial O deben anularse. Para proyectar fuerzas
utilizaremos por ejemplo las direcciones r,0 asociadas al punto medio del diferencial
que se indica. Por supuesto, la elecciéon de unas ciertas direcciones para proyectar
fuerzas no afecta al hecho de que las direcciones r,0, y por tanto las de las componentes
de tensi6n, dependan del punto considerado dentro del diferencial. Tendremos
respectivamente:

(G +0,p,dr)(r +dr)d0—,,rd0 + (G, + G, odO)dr —Gerdr]cos?—
de
(o6 +Gee’ed9)dr+Geedr]sen7+erd6dr =0
de
(Grp+ g ,dr)(r +dr)d0 — G rd0 +[ (G, +Ger,9d9)dr+69rdr]sen7+

Adicionalmente, la igualdad a cero de momentos respecto de un punto cualquiera (por
ejemplo el centro del elemento), conduce a 6,4 = Gy.. En las igualdades anteriores los
diferenciales de primer orden se cancelan exactamente, quedando como significativos
los de orden dos. Despreciando los de tercer orden y superiores, aproximando el seno de
los diferenciales por los diferenciales y su coseno por la unidad (compruébese que esto
produce errores diferenciales de orden superior a dos), agrupando términos y dividiendo
entre r.dO.dr, tenemos:
o +3m 00 Se x _

IT,r r
T T T

s 6.33)
G, T—0,9+—CggetXg=0
r r

Las dos ecuaciones de equilibrio anteriores (6.33) no tienen apariencia similar a las
correspondientes (2.13) en coordenadas cartesianas. Examinando por ejemplo el proceso
de obtencién de la primera ecuacidén (6.33) y comparandola con la primera (2.13),
podemos apreciar que los términos G, ; G4 /1; X;; se corresponden con 10s Gy 1; Gy, ;
X, (el factor 1/r del segundo de ellos es debido a que 8 no mide directamente distancias,
y no cabe atribuirle significado especial). Los términos G,/r; Ggg/r; no tienen
contrapartida en la ecuacion de equilibrio en cartesianas. El primero esta originado por
el hecho de que las caras r=cte del diferencial no tienen ambas la misma longitud, y el
segundo por el hecho de que las caras 6=cte no son exactamente paralelas entre si, como
anticipdbamos en pdarrafos precedentes. El término 26,/r que aparece en la segunda
ecuacion (6.33) tampoco tiene contrapartida en la segunda de (2.13). El lector puede
comprobar que este término proviene de dos sumandos, cada uno de los cuales admite
una interpretacién andloga.

Ecuaciones de campo.

Los parrafos precedentes intentan ilustrar desde un punto de vista fisico intuitivo las
causas por las que las ecuaciones adoptan formas distintas al emplear sistemas de
coordenadas de distinto tipo. Para profundizar en la ilustracién de tales diferencias,
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hemos llegado a obtener las ecuaciones de equilibrio en coordenadas polares planteando
directamente el equilibrio del elemento diferencial. Sin embargo, no es necesario seguir
razonamientos fisicos de este tipo para obtener ninguna de las ecuaciones de campo. De
hecho es posible, y mucho mds aconsejable desde el punto de vista de la generalidad del
procedimiento y de la seguridad operativa, el contemplar la transformacién de
coordenadas como una simple manipulacién matematica, que puede ser mas o menos
tediosa, pero cuyo planteamiento no requiere apreciar sutiles detalles geométricos
(especialmente en todo lo relativo al tensor de deformaciones; los detalles al respecto
pueden consultarse por ej. en el texto de Ortiz, cap. 8, o en el de Paris, cap.7).
Seguidamente se presentard la obtencion de las ecuaciones de campo empleando un
enfoque matematico. El mismo puede aplicarse convenientemente para otros sistemas
usuales de coordenadas ortogonales (polares, esféricas, cilindricas). Es conveniente
recordar que el tratamiento cldsico para sistemas de coordenadas generales requiere
conceptos mds elaborados, y no se incluye aqui, y que el lector interesado puede hallar
este tratamiento en el texto de Green y Zerna, o en el de Fung, entre otros.

-Ecuaciones de equilibrio-

Las ecuaciones de equilibrio han sido ya obtenidas mediante razonamientos fisicos
(ecuaciones (6.33)). Como hemos adelantado, no es necesario realizar un razonamiento
fisico para cada nuevo sistema de coordenadas en que deseemos expresar las
ecuaciones. Es suficiente realizarlo en un sistema (cartesiano por ejemplo), y
transformar las ecuaciones resultantes mediante manipulaciones puramente
matemadticas. Partimos de las ecuaciones de equilibrio (6.12) en coordenadas
cartesianas, y la multiplicamos por a,,, que contiene los cosenos directores del cambio
de base de los ejes x,,x, (a los que asignamos el papel de ejes sin prima) a los ejes r,0
(ejes con prima), para que las componentes de la ecuacién vectorial queden expresadas
en los nuevos ejes 1,0:

aaavGaB’B + X(X' = O
es decir:
cos® senb | (0,,+0,,) | | X,
+ =0 (6.34)

—sen6 cosO (612,1+022,2) Xe

Usamos la relacion G,g=4a,,0,pagg de cambio de base para expresar las

componentes de tensién de la ecuacidon anterior en ejes 1,0. En forma explicita esta
relacion es:

G,, =G, cos’0+G,,sen’ 0 —26 4 senBcosd
G,, =G, sen” 0+ Gy, cos” 0 +2G , senOcosO (6.35)

G, =(0,, —Ggy)senOcosd +G 4 (cos” @ —sen” §)
Ademds necesitamos expresar las derivadas respecto de x,,x, de las componentes de

tension anteriores en funcion de derivadas respecto de r,0. Para ello hacemos uso de las
relaciones usuales:
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of/ _of/ 3 of/ 30/ _ caendf/ _5€MOo¢
ox,  /or rax1+ AG AXI—COSG Ar r AG
of/ _of/ d of/ 90/ _ of/ . €086 5¢
ox,  /or r8x2+ée sz—sene Ar-i_ r AG

Donde f representa cualquier funcién, en nuestro caso una componente del tensor de
tensiones. Con las ecuaciones (6.34), (6.35) y (6.36) podemos expresar las ecuaciones
de equilibrio en coordenadas polares a partir de su expresion en cartesianas. El proceso
es tedioso, pero no complicado. Comenzamos buscando la expresién en polares de las
cantidades (0}, 1+0,,) y (O, 140, ,) que aparecen en (6.34). Por ejemplo utilizando las
primeras ecuaciones de (6.35) y (6.36) obtenemos G ;:

(6.36)

Oy, = (cose%r - se;l(%) aa(%)j[cff cos’ 0+ Gyysen’ 0 —26G 4 sen(%)cose]

El célculo de G, ,, G, 1, ¥ Oy, , se realiza de modo andlogo. Tras operar las expresiones
de estos sumandos (de complejidad similar a la del 6y, | anterior), y realizar las sumas se
obtiene:

(¢} (o} Ogp
— 99 sen0 + reecose—i-—”cose— 9 cosO— 2 9 sen0

011’1 + 012’2 = Grr,r C()SG - Gre’r Sene -
T T T T r

eeecose-i- reesene-i-—sene sen9+2 ® cosO

Gy +0xn, =0, send+0C, cosO+
r r T T T

Finalmente, llevando estas expresiones a (6.34) y simplificando se obtiene:

(&) () (o)
o +ﬂ+i_ﬂ+x =0

1r,r r r r T
(6.33)

o o
+ 00 4970 L X =0
T T

r0,r
Que por supuesto coinciden con las obtenidas mediante razonamientos fisicos en el
apartado anterior (de hecho se ha utilizado la misma referencia de ecuacion, (6.33)).

-Ecuaciones de compatibilidad-

Es también posible emplear razonamientos fisicos para obtener las expresiones que
ligan las deformaciones con los desplazamientos en coordenadas polares. Para ello se
consideran los movimientos de los vértices de un elemento diferencial como el de la
figura 6.20, y se calcula el alargamiento unitario de los lados r=cte y 6=cte (que serdn €
Yy €9 respectivamente), y el cierre del dngulo inicialmente recto formado por estos lados
(que serd v,4). Este razonamiento puede consultarse por ejemplo en el texto de Paris o en
el de Ortiz. Para obtener estas relaciones mediante transformaciones matematicas,
partimos de las expresiones correspondientes (3.11) en coordenadas cartesianas:
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€ = Upp5 €=Uy, € = (U, +u,,)/2
La ley de transformacion para vectores, u; = a;; U;, €N NUESLTo caso se expresa como:
u, =u,cosO—ugsen6; u,=u, sen0+u,cosO

Aplicando las ecuaciones de derivacion (6.36) calculamos las derivadas u, |, u,,, u;,,
u, ; en funcién de r,0. La expresion de las componentes de deformacion resulta:

sen0

€=Uy, = (ur,r cos®—u,  sen 9)c0s9 - (ur,e cosO—uggsen6—u, send—u, cose) ;

cosO

€ =U,, = (ur,r senf+ug cos(%))sene + (ur’e senB +ug g c0s0+u, cos6—ugsen 6) ;

2e, =uy, +u,; =2u,_ senbcosO+ ue,r(cos2 0 —sen’ 9) +

+(ur’e (cos® O —sen” 0) — 2uq g sen6cosO —2u, senBcosO +uy (sen” 6 — cos’ E)))l
r

Nos interesan las componentes del tensor en coordenadas polares, €, etc. Para hallarlas
s6lo tenemos que transformar las componentes en cartesianas cuyas expresiones
acabamos de obtener, utilizando las ecuaciones de transformacion usuales para tensores
de orden 2, andlogas a las (6.35) pero invertidas:

g, =€,,c08> 0+¢,,sen’ 0 +2¢ ,senOcosO
€go = €,,5€N" O +¢,, cos” 0 —2¢,, senBcosO

2€ 5 =2(€,, —€,,)senOcosO +2¢,, (cos” O —sen” 0)

Introduciendo las expresiones de €, €,,, €;,, €n estas ecuaciones, y simplificando (es
llamativa la gran cantidad de términos que se cancelan en el proceso de simplificacion),
obtenemos:

Ugg U U Uy
;. Egg=—+—"TL; 2e,=uUy, +————
I,r 00 r I 10 o,r I r (637)

Las ecuaciones (6.37) anteriores son las relaciones que ligan las componentes de
desplazamiento con las de deformacion en coordenadas polares, y juegan un papel
equivalente a las (3.11) en coordenadas cartesianas.

-Ecuaciones de comportamiento-
La expresion de la ley de comportamiento es andloga en cualquier sistema de

coordenadas, con tal que el mismo sea ortogonal. La demostracién de ello se realiza
independientemente de que se trate de comportamiento bi o tridimensional. Por
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generalidad, consideremos la ley de comportamiento en tres dimensiones en
coordenadas cartesianas, que en su forma (4.40) es:

Como venimos haciendo, denotaremos con primas en los subindices a las componentes
en los nuevos ejes, y a;; serdn los cosenos entre los ejes de ambos sistemas. Para
expresar la ecuacién tensorial anterior en los nuevos ejes, multiplicamos toda ella por

a;a;;0; = Aeaa ;p0; +2Gaa ;€
El primer miembro es claramente G;;, y el ultimo término del segundo miembro es
2Gg;;. Teniendo en cuenta que el valor de e no depende del cudles sean los ejes
(perpendiculares entre si) considerados, el primer término del segundo miembro es:
hea;a;0; = Aeayay = (a;=a;;) = Aeaya; = (ortogonalidad de la matriz de cosenos)=
Aed,;. Por tanto:

Gy = Aed;  +2Ge;

Lo que muestra que la ley de comportamiento mantiene su forma en cualquier sistema
de ejes perpendiculares entre si. En particular, la ley de comportamiento para tension
plana y deformaciéon plana en coordenadas polares adoptard formas andlogas a las
correspondientes en cartesianas, sin mds que reemplazar el subindice 1 por r, y el
subindice 2 por 0. Por ejemplo tenemos que para deformacién plana:

1
[(1_V)699_V6rr ; €9 :Ecre

1+v
E

_1+v

€ _T[(l_v)crr _VGSS] ; €gg =

(6.38)

Ademais, siendo z la direccidon perpendicular a los ejes r y 8 (coincide por tanto con la
direccidn x;), se tiene €.,=¢4,=€,,=0; G,, =V(G,,+0q).

Para tension plana se tiene:

1

1
€, —E[Grr —VGee] » € _E[Gee —VGO.[: € _Ecre (6.39)

Y adicionalmente €,=-V(C,+0y0)/E; €,=€5,=0. Otras formas de la ley de
comportamiento se obtienen igualmente, sin mdas que reemplazar los indices
correspondientes en las ecuaciones en coordenadas cartesianas.

-Ecuaciones de Beltrami y Michell-

Recordemos que la expresion de esta ecuacion para deformacién plana en
coordenadas cartesianas viene dada por (6.16):
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Para tension plana el factor que multiplica a divX es -(1+Vv). La forma mds sencilla de
expresar en coordenadas polares esta ecuacién es probablemente hacer uso de las
férmulas bien conocidas de la divergencia y el Laplaciano en coordenadas polares:

2 2
0X, 18X9+£; V2_8 1o 190

divX=2r _9 1o 10
or r 09 r or> rodr r? 90’ (6.40)

El operador Laplaciano V2 en su forma anterior se obtiene a partir de su expresién en
cartesianas, V2 = 02/0x,2 + 9%/0x,2, calculando 0%/0x,2 con ayuda de la primera férmula
(6.36), y 02/0x,2 con ayuda de la segunda (6.36). Dado que seran de utilidad posterior,
incluimos ahora estos resultados, asi como la expresién de 9d%/0x,0x,, que se obtiene
similarmente:

a—z—cose cOsei_sene 0’ +senei _sen® —sen6i+cose 9> cos® d senf 0%
ox} o r 00dr 1’ 00 r or 008 r 00 r 96’
i—sen@ sen9i+cose 0" _cosd 9 L0880 1 cend 9’ _sen6 9  cosO 0°
X3 or> r 00dr r> 00 r or orod r 90 r 00’
’ ? 19 1 2 iy 19 19
=sen0cosb| — ———-——— |- 0— 0) 5———
0x,0X, senbeos {8& ror r? 06’ (cos”6—sen"6) 200 rorod (6.41)

Para obtener la divergencia en la forma dada por (6.40) a partir de su expresion en
cartesianas, divX=X, +X,,, se comienza por expresar X en coordenadas polares
mediante las ecuaciones de transformacion usuales (que en nuestro caso son X;=X,cos0-
Xpsen6 ; X,=X sen0+Xyc0s0), y después calculando las derivadas, nuevamente con
ayuda de (6.36). Con el resultado (6.40), y teniendo en cuenta que G,;+0,,=0C,+Cqq
(primer invariante de tension), la transformacién de las ecuaciones de Michell y
Beltrami a coordenadas polares resulta inmediata:

1 oX, 10X, +§j

(i+1i+iij(6 10 )_ _1( n
o2 ror r2oe2) " % i_vloar r 98 (6.42)

La expresion anterior corresponde al estado de deformacion plana. Para tension plana la
constante que multiplica al paréntesis del segundo miembro es -(1+V). Si las fuerzas de
volumen X son adivergentes, divX=0, entonces (6.42) adopta la forma de "laplaciano
del primer invariante igual a cero", mas fécil de recordar, y vdlida tanto para tensién
plana como para deformacién plana. Un caso particular frecuente de fuerzas de volumen
adivergentes es el caso de fuerzas constantes (tipicamente la gravedad). Conviene llamar
la atencion sobre el hecho de que solamente entendemos que nos encontramos en este
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caso si las componentes cartesianas son constantes X,=cte, X,=cte. Un hipotético caso
de componentes polares de X constantes tendria en general divergencia distinta de cero.

Funcidén de Airy en coordenadas polares.

Para obtener las expresiones que relacionan a la funcién de Airy con las
componentes de tension en coordenadas polares s6lo hay que realizar las
transformaciones adecuadas en las expresiones correspondientes en coordenadas
cartesianas. Los pasos son los que se enumeran a continuacion.

En primer lugar expresamos las componentes cartesianas de tensién G, G,,, G,, €n
funciéon de las componentes en coordenadas polares mediante las relaciones de
transformacion habituales:

G, =G, €os’0+G,,sen” 0 +2G,,senBcosd
Gy =G, 5en’ 0+ G, cos’ 0 —2G,, senBcosO

G, =(0,, — G, )senBcosO + G, (cos” O —sen” O)

En estas ecuaciones expresamos las componentes cartesianas G;;, G,,, O, COMO
derivadas de la funcién de Airy. Por ejemplo si las fuerzas de volumen son nulas,
aplicaremos (6.25) con este fin. Obtenemos asi las componentes polares de tension en
funcién de derivadas segundas de ¢ respecto de x;.x, (¢,,;, etc.). Finalmente
transformamos las derivadas segundas para que aparezcan derivadas respecto a r,0, en
lugar de respecto a Xx,,X,. Para esto ultimo utilizamos las relaciones (6.41). Tras un
laborioso proceso de agrupar y simplificar términos, se obtiene (suponiendo fuerzas de
volumen nulas, X;=0):

_19p, 1% A, 3(@) 643

T oror r?o00° O ar? ® or\roe
Puede comprobarse que las tensiones dadas por (6.43) satisfacen automdticamente las
ecuaciones de equilibrio (6.33), para cualquier eleccion de ¢. Como sabemos, para que
ademds exista un campo de desplazamientos admisible asociado al campo de tensiones,
la funcién ¢ debe ser biarménica, lo que observando (6.40) se traduce en:

ot 6.44
or> ror r’ 900’ (6.44)
Al igual que apuntdbamos para coordenadas cartesianas, la solucién de un problema
eldstico se obtiene si se encuentra una funcién ¢ biarménica cuyas tensiones asociadas
(y en su caso, desplazamientos) se ajusten a las condiciones de contorno del problema.

7 10 1 09> |0% 190 1 9%
Vo=V (V) =| —+-—— —
¢ (V'o) { " }{ or? " r or " r? 00°

Funcién de Airy para problemas planos axisimétricos.
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Decimos que un problema plano (tensién o deformacidon plana) es axisimétrico
cuando sus componentes de tension en coordenadas polares, G,,, Oy, Ggg, NO dependen
de la coordenada circunferencial 0. Apréciese que esta definicion se realiza en base a la
tension y no al desplazamiento, que en general puede depender de 0. Por definicidn,
tenemos entonces que las componentes polares de tensién de los problemas planos
axisimétricos depende s6lo de r. Debe distinguirse entre esta categoria de problemas y
los problemas axisimétricos generales, en los que la dependencia se amplia a las
variables "r" y "x;" (mds tipicamente denominados "r" y "z" en un sistema de
coordenadas cilindricas).

Existen situaciones en las que es particularmente evidente que las tensiones no
dependerdn de 6. Como ejemplo, la primera figura 6.21 muestra la seccién de una
tuberia sometida a presion interior, que constituye el caso mas tipico de problema plano
axisimétrico. La segunda figura muestra un disco macizo girando a velocidad constante
€ entorno a su centro, en el que el cardcter radial del efecto centrifugo permite también
asegurar la independencia de las componentes de tension respecto de 0, tratdndose por
tanto de un problema axisimétrico. Incluso si la velocidad de giro no fuera constante,
sabemos por lo expuesto en el epigrafe 6.6 que las tensiones no dependerian de 0.

Figura 6.21.- Ejemplos de problemas axisimétricos.

El hecho de que en la clase de problemas que analizamos las componentes de
tension dependan sélo de r, puede inducir incorrectamente a pensar que lo mismo
ocurrird con la funcién ¢, ya que de ella derivan las tensiones. Si esto fuese asi, seria
0=0(r), y de acuerdo con (6.43), un problema axisimétrico sin fuerzas de volumen
siempre tendria G, nula. Sin embargo no hay motivo para que no existan algunas
funciones ¢ biarménicas que dependan de 0 (o de r y de 0) cuyas tensiones derivadas
seglin (6.43) dependan sélo de r. Por ejemplo, se comprueba que la sencilla funcién ¢=0
es biarmoénica, y que de ella derivan tensiones que dependen solamente de r (en
particular, 6,=04y=0; ©,=1/r>; comparese con la "solucién de la homdgenea" en el
desarrollo que condujo a (6.31)). No obstante, los problemas axisimétricos planos en los
que ¢ depende solamente de r, y que por tanto tienen 6,,=0, constituyen la categoria mas
usual, y es de la que nos ocuparemos en los parrafos siguientes.

Para apreciar si un problema es axisimétrico en los casos menos obvios, un
razonamiento de simetrias sucesivas puede ayudar a dilucidar la cuestion, siempre que la
tension tangencial sea nula. En estos casos, cualquier plano que contenga al eje de
simetria debe ser plano de simetria de tensiones (pero recuérdese que si las tensiones
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tangenciales G, no fueran nulas, el problema podria ser axisimétrico sin que se cumpla
lo anterior, como en el caso del disco giratorio con velocidad no constante, mencionado
en el parrafo precedente). Como ejemplo, la primera figura 6.22 muestra una viga de
directriz circular sometida a dos momentos en sus extremos. Aceptaremos la
aproximacion asociada a considerar estos momentos en forma débil, por lo que no
especificaremos la distribucién concreta de tension normal Gy que corresponde a los
mismos. Claramente el plano de simetria geométrica lo es también de tensiones. Si
aislamos una mitad del sélido (segunda figura 6.22), el equilibrio exige que en el corte
exista un momento M, por lo que, al menos en forma débil, tenemos un nuevo problema
simétrico del que a su vez podemos considerar una mitad (tercera figura 6.22) para
llegar nuevamente a la conclusion de que es otro problema simétrico, y asi
sucesivamente. El razonamiento muestra que cualquier plano 6=cte serd plano de
simetria de un subproblema andlogo al inicial, por lo que el problema es axisimétrico.
Por otra parte, se aprecia claramente que en este problema el campo de desplazamientos
dependerd de 0, cualquiera que sea la sustentacion que le supongamos para eliminar la
posibilidad de movimientos de sélido rigido.

Figuras 6.22.- Simetrias sucesivas en un problema axisimétricos sin tensiones G,.
Analizaremos a continuacién la categoria mdés usual de problemas planos

axisimétricos, en los que la funcién potencial depende solamente de r: ¢=0(r). La
condicién de biarmonicidad (6.44) se reduce en este caso a:

o> 10 |9°% 19 2 1 1
V4¢ — |: + :||: q) +__¢:| = (I),rrrr +?¢’rrr —I‘—Z(I),rr -|-I‘—3(I),r = 0 (645)

or2 ror|or? ror

Que es una ecuacion diferencial ordinaria homogénea de coeficientes variables. Se
reduce a coeficientes constantes mediante el cambio de variable et=r. Tenemos asi:

¢,r = (b,te_t ; q),rr = (q),tt _(l),t)e_zt
¢,rrr = (¢,ttt - 3¢,tt + 2¢,t )6_3t 5 q),rrrr = (q),tttt - 6¢,ttt +1 1¢,tt - 6q),t)e_4t

Que sustituido en (6.45):
¢,tttt - 4¢,ttt + 4¢,tt =0
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La ecuacion caracteristica asociada a esta ecuacion diferencial de coeficientes
constantes, s* 4s3+4s?=0, tiene dos raices dobles: s;=s,=0, s;=s,=2. Por tanto su
solucidn es: ¢(t)= At+D+(Bt+C)e?. Deshaciendo el cambio de variable tenemos:

o(r)=Alnr+Br’Inr+Cr? +D

A, B, C, D, son constantes arbitrarias a determinar mediante condiciones de contorno. A
esta funcidn potencial corresponden, de acuerdo con (6.43), las tensiones siguientes:

o =Lo, =§2+B(1+21nr) +2C
T T

A (6.46)
Ggo = sy =~ +B(3+2In1)+2C; G,4=0
r

La solucion de tensiones (6.46) anterior es vdlida tanto para tensién plana (63;=0) como
para deformacion plana (6433=V(0,+0g)). Es posible calcular sin gran complicacién el
campo de desplazamientos asociado a esta solucién de tensiones, dada la sencillez de
esta dltima. El campo de desplazamientos implica a la ley de comportamiento, la cual es
distinta en tensién o en deformacién plana. Asumiremos por ejemplo tension plana, y
empezamos considerando la deformacion radial:

jug

1 1A _du/
e —E(GH—vcee)—EL—Z(Hv)+2B(1—V)lnr+B(1—3V)+2C(1—v)}— A

Integramos para obtener u, (una primitiva de In r es r(-1+In r)). La misma puede
contener un término arbitrario f(8) dependiente de 0 (ya que su derivada respecto de r
serd nula):

u, =é[— Y A 1+ v)Br +2(1—V)Brlnr+2(1—v)Cr}+ £(6)
r

La componente circunferencial de deformacién es:

1 1] A ldug u
€40 =— (0 — VO, )=—|——(1+Vv)+B(3+2Inr —v(1+2Inr)) +2C(1-V) |=——2 + L
06 E( 00 o) E[ 1‘2( ) ( ( r)) ( ):| . 90 .

Llevando el valor de u, calculado anteriormente al ultimo término de la ecuacién
anterior, despejando el valor de ug,q, y simplificando términos, se tiene:

duy, 4Br
Mo _2PT_tg
0 E ©

Similarmente a como se razoné en pdarrafos precedentes, si una funcién uy=y(r,0)
satisface la ecuacion diferencial anterior, también lo hard la funcién y+g(r), siendo g(r)
una funcién arbitraria. Integrando tenemos:
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4Br0
Uy = B

_ jjf(e)de+ o(r)

La funcién f(0) se integra desde el origen 0=0 sin pérdida de generalidad, ya que la
eventual eleccion de otro origen simplemente modificaria la constante arbitraria que
puede contener g(r). Finalmente hacemos uso de la condicién 6,4=0, que implica:

Por tanto:

4BO dg(r)] [1df(®)] [ 4B6 10 RINE
[E += }L o }[ = +rj0f(e)de rg(r)} 0

Multiplicando este resultado por r obtenemos una suma de términos, cada uno de los
cuales depende solamente de r o bien solamente de 0 (esta operacion no tiene sentido en
el punto r=0, por lo que los resultados que obtengamos tampoco tendrdn sentido en este
punto). Para que la suma de una funcién que depende de r mas otra funcidén que depende
de O se anule en todo un rango de valores de las variables, una debe ser en realidad
constante de valor K, y la otra tabbién, y de valor -K. Tenemos asi:

df(0)
de

. dg(r)

+ [ f(0)d0 = +K :
0 r

-g(r)=-K

Siendo K una nueva constante arbitraria. La soluciéon de las ecuaciones integro-
diferenciales anteriores se obtiene por simple inspeccion.

f(0)=Ksen6+LcosO; gr)=Mr+K

Llevando este resultado a las expresiones de u; se obtiene el campo de desplazamientos
para problemas de tension plana:

u =l{—1+v A —(1+V)Br+2(1—Vv)Brlnr +2(1—V)Cr}+ K sen0 + L cos

" E r
(6.47)

= 4Brb + KcosO—Lsen6+ Mr

Ug

Para problemas de deformacién plana el campo de desplazamientos es:

u, =—

1 1+v
r E_

A—(1+V)Br+2(1—v—2v2)Brlnr+2(1—v—2v2)Cr}+Ksen6+Lc0s6
T

U, :(1—V2)4113€—ra+Kc0s6—Lsen9+Mr (6.48)
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Cuando un problema tiene las restricciones de desplazamiento estrictamente
suficientes para evitar movimientos de sélido rigido, pueden calcularse a priori las
tensiones en todo el contorno (ya que serd posible calcular las reacciones en los apoyos
planteando el equilibrio del sélido), y por tanto podremos ajustar las constantes del
campo de tensiones, A,B,C, empleando sélo las condiciones de contorno en tensiones.
En un segundo paso, ajustaremos las constantes adicionales incluidas en el campo de
desplazamientos, K, L, M, mediante las condiciones de contorno en desplazamientos. Si
existen mds restricciones al desplazamiento, este cédlculo en dos etapas ya no serd
posible.

Hay que resaltar la escasez de posibilidades que cubre la solucién encontrada bajo
la condicién ¢=¢(r), que satisfacen los problemas planos axisimétricos mas comunes.
Esta solucién se concreta en el campo de tensiones (6.46) y en sus desplazamientos
asociados (6.47) o (6.48). Examinando la solucién de tensiones, vemos que la misma
consta de:

- Una presion hidrostética (2C)

- Un término en 1/r2, del tipo al encontrado para la "solucién de la homogénea" en
el problema de la figura 6.13. Este término deberd anularse en los problemas en
que exista solido en el punto r=0 (A=0 en estos casos)-

- Un término tipo In r, que estd multiplicado por la constante B. Si examinamos la
solucion de desplazamientos (6.47) apreciamos que u, contiene un término lineal
en 6 multiplicado por B. Debido a ello se obtiene desplazamiento ug distinto para
el punto (r,0) y para el punto (r,04+27), que geométricamente son coincidentes.
Por tanto la constante B debe anularse salvo que, como en el problema de la viga
curva, el s6lido no tenga continuidad al variar 0 (en este caso la multiplicidad de
desplazamiento puede asignarse a un punto en el que no existe solido, lo que
resulta aceptable).

A la vista de lo anterior, es ciertamente engafioso suponer que bajo la condicién
0=0(r) vayamos a hallar una amplia categoria de soluciones. Mds realista es asumir que
dichas soluciones resolverdn un nimero de problemas tan limitado que acabaremos por
reconocerlos en cuanto se nos presenten. Por ello merece la pena revisar brevemente
algunos de los problemas mds significativos que cabe agrupar en esta categoria, junto
con las caracteristicas mas importantes de sus soluciones.

En el problema de una tuberia sometida a presion exterior y/o interior, primera de las
figuras 6.21, debe ser B=0 por continuidad de desplazamientos. Las tensiones G,, Y Ogq
seran del tipo 1/12 + cte.
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El problema de la segunda de las figuras 6.21 es un problema con fuerzas de volumen
cuya solucién podriamos plantear como suma de una solucién particular, cuyas
componentes de tensién son tipicamente del tipo 12 (ver epigrafes 6.5 y 6.6), mis una
solucion general sin fuerzas de volumen. De momento supongamos velocidad angular
constante para no complicar el razonamiento con la presencia de tensiones O,4. En la
solucion general de la homogénea, que serd axisimétrica del tipo (6.46), debe ser A=0,
B=0, quedando sélo C+#0. Las tensiones no nulas, G,,, G4, tendrdn por tanto la forma r?
+ cte.

Si se tratase del mismo problema de un disco girando a velocidad constante, pero con
agujero central interior, no habria motivo para que fuese A=0, por lo que las

componentes no nulas de tension (0,, y Ogg), serian del tipo r2 + 1/r2 + cte.

Si el disco girase con aceleracion angular no nula, tendriamos ademds una tension o, de
la forma r2 + 1/r2 como indica la solucién particular (6.31).

Funciones de Airy en forma de serie. La solucién de Michell.

En el epigrafe 6.7 se presentd un enfoque basado en desarrollos en serie de
funciones, utilizando coordenadas cartesianas en el andlisis. Es posible plantear un
procedimiento similar cuando se utilizan coordenadas polares, como veremos en este
apartado. Centraremos nuestra atencidon en el problema del tipo "disco con agujero
central" (figura 6.23), en que el sélido tiene continuidad a lo largo de la coordenada 6, y
asumiremos por ahora que s6lo hay condiciones de contorno en tensiones.

Figura 6.23.- Disco con agujero central.

Pensemos en un desarrollo en serie de funciones periddicas en 0 de las tensiones y
desplazamientos. Tal desarrollo podra representar practicamente cualquier distribucién
de tensiones (y/o desplazamientos) en los contormos r=a, r=b. Intentando obtener
tensiones y desplazamientos con esta forma, y asi una solucién general del problema de
la figura 6.23, planteamos una funcién potencial de tensiones de Airy en la forma:
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0= ka(r)cosk9+2gk(r)senk9 (6.49)

k=0 k=1

Vamos a imponer la biarmonicidad de cada término de la forma h(r)cos kO, donde h(r)
juega el papel f, (veremos que g, y f, tendrdn la misma forma, por lo que h(r) juega en
realidad el papel de cualquiera de las dos funciones). En el proceso algebraico de
derivacion son de utilidad las relaciones siguientes:

d[1dh]_1d°h 1dh d*[1dh]_1d’h 2d’h 2dh
dr| r dr rdr> r?dr dr?| r dr r dr? r2 dr> rdr
d k2 k> dh 2k’ d? | k? k> d’h 4k’ dh 6k?
== —_"h — | =~ h|=——-" "4+ h
dr r? r2 dr r’ dr? r? dr? 2 dr

Haciendo uso de estas relaciones, y tras operar y agrupar términos, se tiene:

9? 1a 1 9% | 9? 1a 1 0*
V*4(h(r)cosk0 +— —_— h(r)cosk0) =
(h(r) )= [8 rar r’ aez}[ar rar 2902 (h(r) )=
4 2 2 4 402
_ cosk® dh 2dh 2k2+1d£1 2k 3+1dh k 44k hlzo (6.50)
dr* r dr? r dr r dr r

Si hubiesemos considerado un término de ¢ de la forma h(r)sen kO, hubiesemos
obtenido senk® (en lugar de cosk@) multiplicado por el mismo corchete de la expresion
anterior. En ambos casos, para que se satisfaga la igualdad a cero en todo el rango de 0,
el corchete debe ser nulo. Esta dltima condicién constituye una ecuacién diferencial
ordinaria de coeficientes no constantes. La misma se transforma en ecuacién de
coeficientes constantes mediante el cambio e'=r. Con este cambio es dt/dr=1/r, y las
derivadas de h(r) tienen la expresion:

a_tan @h_1[@n an

dr rdt 2 2| di?  dt
3 3 2 4 4 3
T I LT LR
dr r’| dt dt dt r r*| dt dt dt dt

Llevando estos valores de las derivadas al corchete de (6.50), agrupando términos, e
igualando a cero tenemos:

2—4‘;—}1 +(4 -2k )— kzdh

(k* —4k*)h=0
de?

Planteamos la ecuacion caracteristica de esta ecuacion diferencial de coeficientes
constantes, y obtenemos sus raices:
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st —48® + (4= 2k?)s? +4k%s+ (k* —4k?) =0
= 8;=k+2; s,=-k+2; s;=k; s,=k;

La solucién para un valor dado de k es, por tanto, de la forma:
h, (r(t))=A, e " + B e ' +C e +De™

Donde A,, ... D,, son constantes indeterminadas, distintas para cada valor de k.
Deshaciendo el cambio de variable tenemos:

La solucién anterior es valida salvo para k=0 y para k=1, ya que como se aprecia, en
estos casos la ecuacion caracteristica tiene raices multiples. Para k=0 tenemos dos raices
dobles, s,=s,=2; s;=s,=0; y la solucion es:

hy(r) = (A, +Byt)e* +Cyt+ D, =A,r> +Byr’Inr+Cylnr+D, (6.52)
Para k=1 las raices son s,=3; s,=s,=1 ; s,=-1. Tenemos por tanto:
h(r)=A.e™ +(B;t+C))e' +De ' =A;r’ +Brinr+Cr+D, /1 (6.53)

La forma de la funcién hy(r), k=0...00, dada por (6.51), (6.52) y (6.53), es la forma
de las funciones f,(r), y g (r), si bien las constantes indeterminadas de g, serdn distintas
de las de f;. Llamaremos A,, B,, C,, D,, a las asociadas a f, y A"\, B, C, D', a las
asociadas a g,. Hemos determinado asi la forma de las funciones que introdujimos en el
desarrollo en serie (6.49) de la funcién potencial ¢. Veamos ahora qué forma tienen las
tensiones que derivan de ella segin las relaciones (6.43), que reproducimos por
comodidad:

190 1 9% d[13¢ 00
=——F+——TL, Gpg=——-|—-=|; Cgg=—2:; =
T oror r? 00’ " or|roe % or?
=[1df, f, ,] =[1dg, g, z}
= —= ——Xk“ |coskO + ——=% _2=2Xk“ |senkO
u kZ;,L L kZ::l_r A (6.54)
=[kg, kdg, | = kf, kdfk}
G,= —% —— =% |coskO + ——*+——=|senkO
0 g[ e kZO ot (6.55)
Gon = i df cosk6+idzﬁsenk6

El dltimo sumatorio de (6.55) comienza en k=0 por coherencia operativa, aunque el
sumando correspondiente es evidentemente nulo. Nos interesa la evolucién de las
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componentes G,,, O,, e€n circulos r=cte, ya que los contornos de la figura 6.23 tienen
precisamente la forma r=cte, y en ellos tendremos que ajustar las condiciones de
contorno en tensiones, que vendrdn expresadas como valores prescritos de G,,, G,y €n
funcién de 6, para r=a y r=b. Denoratemos como 6% (r=a), 6*.(r=b), 6% 4(r=a), 6= 4(r=b)
a las funciones de O que expresan las condiciones de contorno del problema.
Apreciamos que particularizando (6.54) y (6.55) en r=a, r=b, las componentes de tensién
adoptan forma de desarrollo en serie de Fourier, jugando © el papel de variable
independiente. Las condiciones de contorno en tensiones admitirdn a su vez un
desarrollo en serie de Fourier en funcién de 0 (cuyos coeficientes podremos calcular
mediante las técnicas estdndar del andlisis arménico) como el siguiente:

o .(r=a)= Zak cosk9+Za'k senk@; G .(r=b)= Zbk cosk9+2b'k sen kO

k:O kj k:(:o k:io (656)
Go(r=a)=) o, coskO+ Y a' senk®; G,(r=b)=> B, cosk®+ ) B', senkd
k=0 k=1 k=0 k=1

Para un valor dado de k, tendremos en (6.56) los ocho coeficientes conocidos, a,, by, 0y,
B> 2 by, o), Py Cada coeficiente debe ser igual a un corchete de (6.54) o (6.55). Por
ejemplo el coeficiente a, debe ser igual al primer corchete de (6.54) particularizado en
r=a. Este corchete contendrd los cuatro parametros de f,, es decir a A,, B, C,, y D,.
Podemos realizar ocho identificaciones de este tipo (los cuatro corchetes de (6.54) y
(6.55) particularizados en r=a o r=b, identificados con el correspondiente coeficiente de
(6.56)), lo que proporciona ocho ecuaciones que permitiran calcular los ocho pardmetros
contenidos en los corchetes a través de f, y g.: A,, By, C,, D, A, B}, C', y D. En
resumen, el célculo de los pardmetros de f, y g, se reduce a resolver el siguiente sistema
de 8 ecuaciones con 8 incégnitas para cada valor de k:

rdr = J_, rdr r r=a
o1 Re] [l

rdr = |, rdr r b

k dg, | kf,  kdf (6.57)
(X'k = ﬁ_kﬁ ; a'k: __k+5_k

r? rodr | r? rdr]_,

kg, kdg, | , kf,  kdfy,

La discusién anterior, asi como la forma (6.57) del sistema de ecuaciones, no es
vélida para k=0 y k=1, valores para los que las funciones f y g degeneran, en el sentido
que se explica a continuacion.

Para k=0 solamente hay que identificar cuatro coeficientes de (6.56) (a,, b,, o, B,) con
cuatro corchetes de (6.54) y (6.55). Al plantear dicha identificacién resulta lo siguiente:
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wo[TaR] Ly [1R] L, ot o
rdr|_, rdr|_,

Las dos ultimas igualdades a cero, las cuales se obtienen porque en (6.55) no existe un
término independiente de O con el que realizar una identificacién, suponen una
incompatibilidad, puesto que o, y B, tienen valores dados a priori que dependen de las
condiciones de contorno, y no tienen porqué ser nulos. Apreciamos que la
incompatibilidad surje porque la expresion en serie de ¢ que hemos construido es
incapaz de representar una tensién G,g=cte en una circunferencia. Esto evidencia una
carencia de nuestra expresion de ¢. Notemos también que en las dos primeras
expresiones anteriores desaparece la constante indeterminada D,. La incompatibilidad
no se hubiera dado si en ¢ hubiese habido un término del que derivase tension G 4=cte
en r=cte, término al que hubiésemos podido asignar la desaparecida constante D . Tal
como hemos propuesto la forma de ¢, este hipotético término no ha aparecido, y lo
cierto es que de momento somos incapaces de determinar las constantes asociadas a
k=0. Antes de resolver esta carencia, analizaremos alguna otra que también presenta
nustra propuesta (6.49) para ¢, que a la vista de lo anterior debemos considerar como
provisional.

Para k=1 la identificacion de coeficientes revierte a la forma general (6.57), con f, y g,
ajustdndose a la expresion (6.53). Todos los corchetes de (6.57) adoptan para este valor,
k=1, una misma forma, que salvo el signo es:

1dh, h, _

(2r)A, +(1/1)B, —(2/1°)D,
rdr 2
Es inmediato que lo anterior convierte al sistema (6.57) en incompatible: en efecto, para
que se satisficiera tendria que ser a,=o/;, b,=f';, a'|=-o,;, b';=-B,, relaciones que en
general son incompatibilidades, dado que todos esos coeficientes vienen dados por las
condiciones de contorno, sin que deban guardar relacién entre ellos salvo para asegurar
el equilibrio global del sélido. Hay que notar que la constante C,, y andlogamente C',,
ha desaparecido de la expresion de las tensiones (ver ecuacién anterior). Hubiese sido
preferible haber tenido en ¢ un término en C, tipo f,C,cos0, donde f, dependiese
también de 0 (lo mismo cabe decir para C',), con lo que el sistema de ecuaciones (que ya
no seria exactamente (6.57)) tendria ocho ecuaciones y ocho incégnitas. Lamentaciones
aparte, por ahora tampoco podemos determinar los coeficientes asociados a f; y g;.

Antes de intentar remediar las deficiencias de nuestra ¢ para k=0,1, llamemos la
atencion sobre el hecho de que era esperable que el término D, (de f)) asi como los
términos C;r y C';r (de f, y g, respectivamente), no apareciesen en las tensiones. En
efecto, llevando estos términos a (6.49) apreciamos que su aportacion a ¢ es una funcioén
lineal de x,, X, (coordenadas cartesianas), que como sabemos siempre desaparece en el
proceso de derivacion al obtener las tensiones:

D,+Crcos60+C' rsen0=D_+Cx, +C' x, (6.58)



6.62 ESTADOS BIDIMENSIONALES

Como ultima reflexion preliminar, nétese que la forma en serie de la funcién de
tensiones ¢ que hemos encontrado no es degenerada en si misma, ya que incluso los
términos de (6.58) tienen la forma requerida de términos de Fourier, y son
independientes de los demds términos del desarrollo. El problema estd en que dichos
términos producen tensiones nulas, y sus constantes indeterminadas desaparecen de la
expresion de las tensiones. Es claro que para remediarlo tendremos que descartar estos
términos legitimos del desarrollo en serie de Fourier de ¢, y poner otros en su lugar, que
no serdn por tanto legitimos en ese sentido. Esto carece de importancia, ya que nuestro
interés es conseguir desarrollos de Fourier completos de las tensiones G, y G4, Do de ¢
que es s6lo una herramienta. Los nuevos términos (no legitimos) de ¢ serdn utiles en
cuanto que proporcionen términos (legitimos) de Fourier de las tensiones.

Los términos degenerantes de ¢ para k=1, que son de la forma C,r cos® y C';r sen6,
proceden de la raiz s=1, que es eventualmente una raiz doble (s,=-k+2=1, s;=k=1).
Buscaremos nuevos términos de ¢ asociados a esta raiz mediante el artificio matemético
siguiente. Pensemos por el momento que k pueda ser no entero. Si consideramos un €
arbitrariamente pequefio y tomamos k=1+¢€, tendremos las dos raices s,=1-€, s;=1+€,
muy proximas pero distintas. Si tomamos k=1-€, las raices correspondientes serdn
s,=1+¢€, s;=1-&. Escribamos los términos de (6.49) correspondientes a estas raices s, y S;
para cada uno de estos dos valores de k. Nétese que ninguno de dichos valores de k
implica en rigor raices dobles, por lo que debemos incluir en f, y g, los términos del tipo
segundo y tercero de (6.51):

O =...t(Ar'"® + Br'**) cos((1+€)0) + (A'r" + B'r'**)sen((1+£)0)
+(Cr'* + Dr'™*)cos((1-£)0) + (C'r'** + D'r'*)sen((1-£)0)

Perseguiremos que aparezca la derivada de alguno de los términos anteriores.
Comenzamos desagrupando términos y hacemos tender € a cero directamente en los
sumandos que contienen A, C, A', y C', sobre los que no realizaremos mas
manipulacién:

O =...+(A +C)rcosd + Br'*® cos((1+€)0) + Dr'* cos((1 - £)0) +
+(A'+C')rsen8+ B'r'** sen((1+€)0) + D'r'~* sen((1 - €)0)
Como las constantes son arbitrarias, podemos hacer aparecer la suma y la diferencia de
los términos que multiplican a B y a D, definiendo dos nuevas constantes arbitrarias

E=(B+D)/2, F=(B-D)/2 (andlogamente para las constantes con prima correspondientes a
términos en seno):

0=...4(A+C)rcos0+ (A'+C')rsen6 +
+E[rl+£ cos((1+€)0) +1'¢ cos((1— e)e)] + F[r“g cos((1+€)0) — '™ cos((1— s)e)] n

+E' [r”g sen((1+¢€)0) + ' sen((1— e)e)] +F [r”g sen((1+€)0) — ' sen((1 - e)e)]

Dejamos tender € a cero en los términos en E y E', que no manipularemos mads. Los
corchetes de los términos en F y en F' tienen casi la forma de derivada que queremos
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conseguir. Para evitar que tiendan a cero definimos una nueva constante arbitraria G de
manera que F=G/(2¢) (también F'=G'/(2¢)):
0=...#(A+C+2E)rcos0 + (A'+C'+2E')rsen6 +

"€ cos((1+€)0) — ' ¢ cos((1—£)0) G '€ sen((1+€)0) —r'* sen((1—€)0)
2¢e 2¢e

+G

Al tender € a cero, las fracciones que multiplican a G y a G' representan respectivamente
las derivadas respecto de s de las funciones rscos(s0), rssen(s0), ambas evaluadas en s=1.
Por tanto:

0=...4(A+C+2E)rcos0+ (A'+C'+2E'))rsen0 +
+G[rln rcos0 — rOsen 9] +QG' [rlnrsen 0+16 cose]

Analicemos los términos que hemos obtenido. Los términos en rcos9, rsen son de la
forma degenerada que ya se obtuvo en (6.53). Los términos en rlnrcos6, rinrsen® no
degeneran, pero también fueron obtenidos en (6.53). Los términos tipo rOsen6, rOcos0,
son en cambio novedosos. Las tensiones que derivan de ellos son 6,=2r!cos0, para el
primero y 6,=2r'sen para el segundo, siendo en ambos casos G,y=Cy,=0. Estos dos
términos de tension tienen forma correcta de términos de Fourier de G, (para r=cte).
Claramente, nuestra decision es eliminar de (6.49) los términos C,rcos6 y C',rsen de ¢,
y sustituirlos respectivamente por C,rOsen® y C'rOcosO (de esta manera C, sigue
estando asociado a un término tipo cosO de 6., y C'; a uno tipo senf). Con estos nuevos
términos C, y C'; no desaparecen de la formulacién, y ademds se obtiene un sistema
compatible de ocho ecuaciones con ocho incégnitas. Es evidente que este sistema de
ecuaciones ya no tendrd exactamente la forma (6.57), debido a los nuevos términos
introducidos en los corchetes de (6.54) y (6.55). Con esta modificacion a ¢ conseguimos
por tanto resolver la incompatibilidad en lo que a k=1 se refiere.

El término degenerante de ¢ para k=0, de la forma constante D, procede de la raiz
s=0, que eventualmente es una raiz doble (s;=s,=0). Aplicaremos la misma idea que en
los parrafos anteriores para obtener un nuevo término asociado a esta raiz. Con el objeto
de no repetir todo el desarrollo, apreciamos que finalmente los cédlculos conducirdn a
que el nuevo término se obtendrd de la derivacion respecto de s de rscos(sf), y de
rssen(s0), particularizadas en el valor de la raiz, que esta vez es s=0. Obtenemos asi
términos de la forma rslnrcos(sB), -r*0 sen(s0), rslnrsen(sB), r’0cos(sB) que en s=0
conducen a Inr (ya obtenido, ver (6.52)), y 0, que es novedoso. Precisamente de ¢p=0
derivan tensiones G,4=1/12, 6,=Cy4=0, que aporta el término de tensién G,=cte para
r=cte, que habiamos echado en falta. Una vez mas, nuestra decisién es descartar el
término constante D, de ¢, y en su lugar poner uno de la forma D6. Con esta
modificacién se resuelve la incompatibilidad también en lo que a k=0 se refiere.

Encontrado el modo de resolver las incompatibilidades para k=0,1, modificamos
convenientemente nuestra propuesta inicial (6.49) de funcién potencial, que pasa a ser:
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0=A,r* +B,r’Inr+C_Inr+D_0+
+[A1r3 +B,rinr+D, /r]c0s9+C1r9sen9+
+[A'1 r’ +B', rlnr+D'1/r]sen6+C'1 0 cos0 +

> 6.59
+Z[AkrkJr2 +B, "2 +C 1" + Dkr_k]cosk9+ (6.59)
k=2

+Z[A'k 4B T+ R+ D r‘k]senke
k=2

Tomando tantos términos de ¢ como sea preciso, podemos aproximar con tanta
exactitud como deseemos las condiciones de contorno del problema de la figura (6.23),
ya que conseguiremos sucesivos términos del desarrollo en serie de Fourier de las
condiciones de contorno. Por tanto (6.59) ofrece una solucién general de dicho
problema, siempre que las condiciones de contorno admitan desarrollo enserie de
Fourier. Esta solcion general se conoce como solucién de Michell, quien la present6 en
1899 como recopilacion de soluciones particulares. La tabla siguiente recoge los
términos de tension asociados a cada componente de la funcién de Airy (6.59). La
informacién asi presentada permite escoger unos pocos términos que sean los adecuados
para representar las condiciones de contorno de un problema particular.
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6.65

FUNCION DE AIRY EN COORDENADAS POLARES

COMPONENTES DE TENSION

0 O (O G
(k=0)
2 2 0 2
r’Inr 2Inr +1 0 2lnr+3
Inr 1/1? 0 —1/r?
0 0 1/r? 0
(k=1)
2 cosO 2rcos6 2rsen6 61 cosO
resenﬂ 21'_1 COSG 0 0
rlnrcos@ r~' cosO r'sen® r~' cosO
r' cos® 217 cosB —2r>sen6 217 cosO
>sen6 2rsen0 —2rcos0 6rsen0
I‘GCOSG _21'_1 Sene 0 0
rinrsen® r ' sen® —r" cosO r'sen®
r'sen0 —2r>sen6 217 cosO 2r > senf
(k=n)
r"?cosn® | —(n+1)(n—2)r"cosnd n(n+1)r"sennd (n+1)(n+2)r" cosnd
r "2 cosn® | —(n+2)(n—Dr"cosn® | —n(n—1)r"sennd | (n—1)(n—2)r " cosnd
r" cosnO —n(n—-1)r""2 cosnd n(n—1)r"?sennd n(n—1)r""? cosnd
r " cosn0 —n(n+Dr ™ 2cosn® | —n(n+1)r "sennd n(n+1)r "2 cosnd
r"?senn® | —(n+1)(n—2)r"sennd | —n(n+1)r"cosnd (n+1)(n+2)r"sennd
r"2senn® | —(n+2)(n—1)r "senn®| n(n—1)r "cosnd (n—=1)(n—2)r "senn0
r" senn0® —n(n—1)r"?sennd —n(n—-1)r""2 cosnd n(n—1)r"?sennd
r "senn6 —n(n+1r " ?sennd n(n+1)r""2 cosnd n(n+1)r"?sennd
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El célculo de los desplazamientos correspondientes a un determinado término de ¢,
ecuacion (6.59), se realiza mediante integracion de las deformaciones asociadas a las
componentes de tension que derivan del mismo. El proceso siempre sigue los mismos
pasos empleados para obtener los desplazamientos de los problemas axisimétricos
(6.47) 0 (6.48). Seguidamente se resume este proceso:

Se comienza calculando las deformaciones a partir de las tensiones a través de la ley de
comportamiento. Realizado esto, se tienen las deformaciones en funcion de derivadas de
0, con sus coeficientes indeterminados correspondientes.

Seguidamente emplea la primera ecuacién (6.37) para obtener u, como la integral de €,
mas una funcién de 0 indeterminada.

A continuacion se emplea la segunda (6.37), en la que se introduce la expresion de €,
asi como la recién calculada de u,. Con la ecuacién asi conseguida se calcula u,
mediante integracion de ugge. A la primitiva que se encuentre debe sumdrsele una
funcién de r indeterminada.

Finalmente se sustituyen las expresiones encontradas de u,, ug, asi como €4, en la tercera
(6.37). Esto produce una ecuacién que puede escribirse de forma que cada sumando
dependa solamente de r o solamente de ©. Se reescribe la ecuacién con todos los
términos que dependen de r en un miembro, y los que dependen de O en el otro, y se
razona que dicha ecuacion s6lo puede cumplirse en todo un rango de valores de ry 9 si
ambos miembros son constantes. Se iguala pues cada miembro a la misma constante
arbitraria. Esto proporciona dos ecuaciones diferenciales desacopladas, una en r y otra
en 0. La integracion de una de ellas permite calcular la funcion indeterminada de r, y la
integracion de la otra la funcidén indeterminada de O (en ambos casos salvo una
constante indeterminada).

Del proceso de integracion anterior resultan tres constantes indeterminadas, cuyos
términos siempre representan un movimiento de sélido rigido, como cabia esperar (ver
epigrafe 3.6). Dichas constantes pueden calcularse mediante la imposicion de
condiciones de contorno en desplazamientos.

Los desplazamientos obtenidos mediante el procedimiento descrito para las
tensiones asociadas a cada término de (6.59), se recogen en la tabla siguiente. NGtese
que los desplazamientos dependen de las constantes eldsticas, y también de si el
problema es de tension o de deformacién plana, como esperdbamos. El movimiento
arbitrario como soélido rigido mencionado en el parrafo anterior no se reproduce en la
tabla por concision. Se debe tener presente por tanto que a los desplazamientos que
figuran siempre podria sumadrseles un movimiento como sélido rigido, que en
coordenadas polares tiene la forma:

u=Acos6+Bsenf ; uy,=-Asen6+Bcos0+Cr
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FUNCION DE AIRY EN COORDENADAS POLARES

COMPONENTES DE DESPLAZAMIENTO

(0 2Gu, 2Gu,
(k=0)
r2 (K - 1)1’ 0
2lnr (k—Drlnr-r (x+1)r0
Inr —1/r 0
0 0 —1/r
(k=1)
3 cosO (x—2)r* cos0 (k +2)r* send
rOsen0 1 1
E[(K—l)@sene—c0s9+ 5[(K—1)9cose—sen6—
+(x+1)Inrcos0] —(k+1)Inrseno6]
rlnrcos0 1 1
E[(K+1)9sen9—cose+ 5[(K+1)9c059—sen6—
+(k—1)Inrcos0] —(k—1)Inrsen6]
r ' cosO 2 cos0 r2sen0
r’sen® (x—2)r*sen0 —(K+2)r* cos0
rOcos0 1 1
E[(K—1)9c0s9+sen9— 5[—(K—1)9sen6—c0s9—
—(k+1)Inrsen0] —(k+1)Inrcos0]
rInrsen6 1 1
E[—(K +1)0cos6—senb + 5[(1{ +1)0sen6+ cosO +
+(x—1)Inrsen0] +(x—1)Inrcos]
r'sen0 r 2 send —1r 2 cos0
(k=n)
"2 cosnd (x—n—1Dr"" cosnd (K+n+D)r* sennd
r "2 cosnd (K+n-1Dr " cosnd —(k—n+1D)r ""'sennd
r" cosn@ —nr"! cosn® nr"' senn6
r "cosnd nr "' cosnd nr "' senn®
"2 sennd (x—n—1Dr""'sennd —(K+n+Dr** cosnd
r "2 sennd (k+n—-Dr ""'sennd (x—n+Dr ™" cosnd
r" senn® —nr"'senn6 —nr"! cosn®
r "sennd nr "' senn® —nr "' cosnd
Deformacién Plana: x =3—4v ; Tensién Plana: K = fli—_v
+V

Los desplazamientos pueden incluir ademas un movimiento de sé6lido rigido.
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Conviene llamar la atencion sobre el hecho de que algunos términos u, o0 u, de la
tabla de desplazamientos son lineales en 0, como por ejemplo el correspondiente al
nonocido término axisimétrico ¢=rZlnr. Estos términos son en realidad incompatibles
con la continuidad de desplazamientos si la geometria es la de la figura 6.23, ya que en
ella la solucién debe ser vélida en todo el rango 0-27 de valores de 0, y se obtendrian
desplazamientos distintos para 6=0 y 0 =27 (para un r dado), que describen el mismo
punto del sélido. Los términos de este tipo son en cambio admisibles si el sélido tiene
contornos O=cte, es decir, presenta discontinuidad al variar 6 con r=cte. En estos casos
sOlo se requiere que la solucién matemdtica de desplazamientos sea univaluada en el
rango de O ocupado por el sdlido. Al ser éste menor que 27, no se incurrird en
multivaluacion. Si se prefiere, puede también razonarse que el hipotético punto de
multivaluacion de desplazamientos estaria fuera del solido, lo que es aceptable
fisicamente. En resumen, si el sélido tiene contornos O=cte, todos los términos de ¢
propuestos en (6.59) son en principio posibles. En el caso contrario, hay que descartar
los términos de ¢ que tienen asociados desplazamientos lineales en 6. Por supuesto, en
un caso como ¢=rBsend, es preciso no utilizar ninguno de los términos de tension y
desplazamiento que derivan de este término de ¢, ya que en general hay que incluir
todos los términos que deriven de un término de ¢ dado (porqué?).

-Un ejemplo de aplicacion-

La funcioén de Airy (6.59) ha sido obtenida con la intencién de poder resolver
cualquier problema de contorno sobre la geometria de la figura 6.23, mediante una
solucion en serie. Aparte de esto, hallaremos la solucién de muchos problemas de
interés seleccionando unas pocas componentes de la funcién de Airy (6.59). Por
ejemplo, los problemas planos axisimétricos (ver pdginas 6.52 y siguientes), quedan
recogidos en las cuatro funciones ¢ correspondientes a k=0.

Figura 6.24.- Tuberia sometida a presion interior y exterior

Consideremos Como ejemplo el problema de una tuberia sometida a presion
interior y exterior como indica la figura 6.24. Las tensiones de contorno son
independientes de 0, por lo que elegiremos términos de ¢ tipo k=0 de la tabla. Como el
s6lido tiene continuidad al variar 0, descartamos r2Inr, que conduciria a desplazamientos
multivaluados. Como 6,4 es cero en r=a, r=b, descartamos también 6 de la funcién ¢.
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Nos quedamos por tanto con la siguiente propuesta para ¢, de la que derivan las
tensiones que también se indican:

O=Ar’ +Blnr
6,=2A+B/r*; 6,,=0; G4 =2A—-B/r’

Las constantes indeterminadas A y B se calculan mediante las condiciones de contorno,
que en este caso son G, =-p en r=a, 6,=-q en r=b:

2A+B/a’=-p _ palogb® B (o-q) a2h>
2A+B/b’=-q 2(b>-a?) a? —b?

Los desplazamientos se obtienen como suma de los asociados a cada componente de ¢
incluida en la solucién, mas un eventual movimiento arbitrario como sélido rigido, que
obviamos incluir:

2-2v 1
1+v r

2Gu, = A

La solucién del problema tiene las caracteristicas bdsicas que cabia anticipar a la
vista de sus simetrias: los desplazamientos debian depender solamente de r (salvo un
movimiento de solido rigido), ya que si giramos la figura 6.24 en torno al su centro un
angulo cualquiera, se obtiene exactamente el mismo problema. Las tensiones y
deformaciones habian de ser como consecuencia también independientes de 0, tal como
se ha obtenido. Este problema es tipicamente axisimétrico. Puede comprobarse que se
obtienen los mismos desplazamientos y tensiones a partir de la solucién axisimétrica
(6.46), (6.48).

Siguiendo los pasos bdsicos utilizados en este ejemplo, es decir, seleccionando
componentes de la Funcién de Airy que convengan para satisfacer las condiciones de
contorno, se puede dar soluciéon a muchos problemas interesantes, no necesariamente
axisimétricos, y no necesariamente con geometria tipo anillo (por ejemplo pueden
resolverse algunos problemas con bordes 6 =cte).

Bibliografia:
BARBER, J.R., "Elasticity", Kluwer Academic Publishers
TIMOSHENKO, S. y GOODIER, J.N.,"Teoria de la Elasticidad", Urmo
ORTIZ, L., "Elasticidad", ETSII-Univ. Politécnica de Madrid.
GREEN, A.E., y ZERNA, W., "Theoretical Elasticity", Dover Publications
FUNG, Y.C., "Foundations of solid mechanics", Prentice-Hall
PARIS, F., "Teoria de la Elasticidad", ETSII-Univ. Sevilla



