Capitulo 5

Ecuaciones y Teoremas de la Elasticidad.

A partir de las ecuaciones bdsicas de la Teoria de la Elasticidad, presentadas en los
tres capitulos anteriores, se derivan un conjunto de ecuaciones y teoremas de gran
utilidad a la hora de abordar la resolucién de un problema dado, o que son el
fundamento de ciertas estrategias o métodos generales de resolucion. En este capitulo se
presentan algunas de estas ecuaciones y teoremas.

5.1.- Ecuaciones de Navier.

Estas ecuaciones fueron desarrolladas por Louis Navier en la década de 1820. La
idea fundamental que se persigue es evitar la complicacién asociada al manejo de
magnitudes de varios tipos (deformaciones, tensiones, desplazamientos), formulando un
conjunto de ecuaciones que contengan solamente a los desplazamientos, y cuya solucién
sea la solucién del problema elastico. La eleccion de los desplazamientos como
variables bdsicas del problema obedece a que conocidos éstos, la obtencién de los
campos de deformaciones y tensiones requiere simples derivaciones y operaciones
algebraicas ordinarias. Para conseguir tales ecuaciones, partimos de las ecuaciones de
equilibrio (2.13), las de compatibilidad deformacién-desplazamiento (3.11), y de la ley
de comportamiento lineal is6tropa (4.40), que reproducimos por comodidad:

0, +X;=0 ; g;=(u;+u;)/2 ; o;=Ae,d;+2Ge,

Es posible poner en la tercera ecuaciéon las deformaciones en funcién de los
desplazamientos (usando la segunda ecuacién). Obtenemos asi la tensioén en funcién de
los desplazamientos. Después llevamos la tension a la primera ecuacion, realizando la
derivacién que ésta indica. Seguidamente se detalla este sencillo proceso:

6;=Au, 8, +G(u;;+u;;) = 0;;=Au, ;;8;+G(u;;+u;;)=A+G)u; +Gu,; =

i,jj Jhji

(A+G)u,; +Gu, ; +X; =0 (5.1)
Conocemos como Ecuaciones de Navier a las tres ecuaciones anteriores (i=1,2,3). El
procedimiento seguido por Navier para su obtencioén no fue el presentado aqui, dado que
la mecdnica de medios continuos no contaba en la época con la popularidad que tiene
hoy dia. Las mismas fueron obtenidas a partir de un modelo de sélido consistente en
particulas conectadas entre si. Inicialmente Navier propuso unas ecuaciones con una

sola constante eldstica para el material isétropo (eran, por lo tanto, incorrectas). Fue un
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amplio periodo de discusion de los investigadores mds relevantes del momento el que
condujo a la forma (5.1) de estas ecuaciones. Las mismas admiten ser expresadas en
funcién de operadores usuales en teoria vectorial de campos, lo que resulta comodo si se
han de expresar en otros sistemas de coordenadas no cartesianos:

(A+G) grad div (u) + G V2(u) + X =0

Es inmediato apreciar que si un campo de desplazamientos satisface las ecuaciones
de Navier y todas las condiciones de contorno de un problema, entonces ese campo de
desplazamientos es solucion de nuestro problema elastico. En efecto, las tensiones que
derivan de ese campo de desplazamientos cumplird las ecuaciones de equilibrio interno
(dado que las ecuaciones de Navier son en realidad estas ecuaciones de equilibrio
expresadas en funcion de los desplazamientos), y las demds ecuaciones del modelo
matemadtico se satisfacen por propia definicion: el campo de deformaciones es aquel que
deriva de los desplazamientos mediante (3.11), y las tensiones son las que se obtienen
mediante (4.40) con las mismas constantes eldsticas empleadas en (5.1).

Nociones sobre la busqueda de solucion para las ecuaciones de Navier

Cuando se pretende integrar las ecuaciones de Navier, un paso previo es expresar
las condiciones de contorno en tensiones en funcién de los desplazamientos, para poder
imponerlas en estas variables. Su expresion es:

X, =0,n, =(ked, +2Ge,)n, = [xuk,ksij +G(u,, +uj,i)]nj

En principio, es posible integrar (analiticamente o mediante métodos aproximados)
las ecuaciones de Navier en un problema dado, y ajustar las constantes de integracién
mediante las condiciones de contorno en tensiones anteriores, y las condiciones de
contorno en desplazamientos. Estas tltimas se imponen de manera mds sencilla, ya que
los desplazamientos son precisamente las variables en las que estdn planteadas las
ecuaciones. Seguidamente presentamos algunas breves nociones acerca de la obtencién
de soluciones por métodos analiticos.

Si las fuerzas de volumen son constantes, X,=cte, la ecuacién de Navier permite
observar algunas particularidades de la solucién. Derivando cada ecuacién (5.1)
respecto de la coordenada x; respectiva y sumandolas, se tiene:

+ Gui, i

(A+G)u +X,;=0=>[(A+G)+GJu,;; =0=V?u,,=V’e=0

Jojit Jojid

Es decir, que si las fuerzas de volumen son constantes, la dilatacién "e" es una funcién
armonica. Teniendo en cuenta este resultado, si aplicamos V2 a cada ecuacién (5.1) por
separado obtenemos inmediatamente que V2(V2u;) = V4u; =0, propiedad que
enunciamos como: "si las fuerzas de volumen son constantes, cada componente de
desplazamiento es una funcién biarmoénica". De esta propiedad se deduce obviamente
que cada componente de deformaciéon y cada componente de tension serd también
biarmoénica en el caso de fuerzas de volumen constantes. Esta propiedad ofrece para
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estos casos una orientacion acerca de qué tipo de soluciones plantear o ensayar para las
ecuaciones de Navier.

En la busqueda de soluciones analiticas de la ecuaciéon de Navier se utilizan
técnicas matemdticas complementarias, tales como el planteamiento de funciones
potenciales de desplazamiento. Estas técnicas estdn basadas en la propiedad de que
cualquier campo vectorial analitico (u en nuestro caso) puede expresarse como el
gradiente de un cierto campo escalar ¢ mds el rotacional de un cierto campo vectorial ¥
(teorema de Helmholtz):

u=grad¢+rot¥, obien u =0 +e,"¥Y;

Puede demostrarse que existen las funciones ¢ y W anteriores asociadas al campo
analitico u bajo la condicién adicional div ¥y =0. Llamamos entonces a ¢ y ¥
respectivamente potencial escalar y potencial vector.

La dilatacion se expresa en funcion de los potenciales como: e=u;; =¢ ; +e;, ‘¥, ;.

El dltimo término es nulo ya que expresa la divergencia de un rotacional. Por tanto se
tiene e=V2¢. En el caso de fuerzas de volumen nulas, X;=0, al que nos referiremos en lo
sucesivo, las ecuaciones de Navier quedan:

(A+G)(V?0), +G(V?0), + Gey, (VZ‘PK)’J. =0

La ecuacidn anterior se satisface si V20 = e = cte, V2¥, = cte (aunque no se trate de una
solucion general). Cuando se espere de antemano que la dilatacién sea constante en el
sOlido, es natural intentar encontrar la solucién bajo estas condiciones.

Analicemos el caso ain mds particular en el que el campo de desplazamientos
derive tnicamente del potencial escalar:

2Gu, =0,,

Al potencial escalar ¢ asi definido se le llama potencial de Lamé. La constante 2G se
incluye por razones histéricas. La dilataciéon asociada a este campo se obtiene por
derivacion:

2Guy;; =2Ge=¢

(=cte, para satisfacer (5.1))

%ii

Las deformaciones y tensiones dadas por este potencial son, respectivamente:

1 A
€= Eq)’ij G; = %q)’kk 6ij + ¢’ij
Si la dilatacion es nula, e=0= qu) =0 (caso de material incompresible), entonces los
campos de deformaciones y tensiones asociados al potencial de Lamé son:

1
€.

= Eq)’ij Gy = q)’ij
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El potencial de Lamé da solucidn, entre otros, a problemas del tipo esfera maciza o
hueca con presion exterior (e interior en su caso), y también bajo otras condiciones de
contorno sencillas. El procedimiento suele basarse en plantear la funciéon potencial ¢
como suma de varias funciones, una del tipo V2=cte (tipicamente Cr2), que produce la
aportacioén constante no nula a la dilatacién, més otras del tipo arménico V2=0, de las
que se conoce una amplia variedad. Por ejemplo, las siguientes son funciones
armonicas:

2D: Ax® +2Bxy — Ay’ X,y, coordenadas cartesianas
Ar” cos(n®) r’=x’+y’ ; O=atg(y/x)
aD: Aln(Br) A,B, constantes arbitrarias
A0 n, numero entero
A/R R*=x*+y* +7%)
AIn(R +z) (x,y,z coordenadas cartesianas)

2
r

{(r2 +(z-B)*+z-B)1> +(z+B)> —z—B)}

Aln

Pueden plantearse también otras funciones polindmicas armonicas, del tipo a la primera
de las anteriores, lo que da solucién a algunos problemas en coordenadas cartesianas. El
resto de las funciones bidimensionales anteriores resuelven algunos problemas relativos
a solidos circulares. La primera de las tridimensionales resuelve especificamente
problemas de esferas con solicitaciones simétricas respecto de todos los planos que
pasan por su centro. Las dos ultimas resuelven algunos problemas de sélidos con
geometria de revolucion entorno al eje z.

Pese a lo atractivo de su sencillez, resulta claro que el potencial de Lamé no es lo
bastante general para representar cualquier campo dado de desplazamientos u;, ya que en
general éste no podra ser expresado en funcién del potencial escalar solamente. Existen
otros enfoques mds generales de solucidén basados en potenciales. Entre ellos merece
especial mencion la técnica del "Vector de Galerkin", que consiste en expresar el
potencial vector ¥ como rotacional de otro campo vectorial. Esta técnica ha permitido
encontrar la soluciéon de muchos problemas clasicos de la elasticidad, notablemente los
relacionados con cargas concentradas en el sdlido infinito o semi-infinito (un
semiespacio limitado por un plano). Los detalles de esta y otras técnicas de particular
interés para problemas tridimensionales no serdn presentados aqui, remitiéndose al
lector interesado a bibliografia mas especializada (por ejemplo el texto de J.R. Barber,
capitulos 15 y 16).

5.2.- Ecuaciones de Beltrami y Michell.
En ocasiones es posible obtener la solucion de tensiones del problema sin llegar a

obtener los desplazamientos. Cuando se da esta posibilidad suele ser ventajoso hacer
uso de ella, ya que la obtencidn de las tensiones implica un orden menos de integracion
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que la obtencién de los desplazamientos. Es especialmente razonable pensar en un
enfoque en tensiones cuando todas las tensiones del contorno sean conocidas, aunque
puede aplicarse en otras situaciones. Puesto que en principio no tenemos intencién de
calcular el campo de desplazamientos, hemos de asegurarnos de que el campo de
tensiones tenga asociado un campo de desplazamientos fisicamente posible. Para ello
imponemos el cumplimiento de las ecuaciones de integrabilidad (3.32):

€kt E€xij — €k — €t =0

Que expresamos en funcion de las tensiones a través de la ley de comportamiento en su
forma (4.52):

-V s .8 5 8 5
Oiixi ¥ Ouij — Cikj — Okt = 1+ v [Gpp,kl i 0 pp,iiOkt ~ O pp,kjOit ~ O pp,il kj]

Recordemos que solo hay 6 ecuaciones independientes de integrabilidad, por tanto solo
6 de las 81 aparentes ecuaciones anteriores serdn independientes. Realizamos una
combinacién lineal con estas 81 ecuaciones, consistente en hacer iguales los subindices
"1" y "1", con el sumatorio que ello conlleva. De esta manera obtenemos un conjunto de
9 ecuaciones (subindices libres j y k). Mds tarde comprobaremos que 6 de estas 9
ecuaciones son independientes, lo que indica que no se pierde informacion al realizar

esta combinacion lineal:

d.+0

Oiiki T Okiij — Oii,kj ~— Okijii = 1+v [Gpp,ki ij pp,ijski — O 05 — Gpp,iiskj]:

ppsKj

v
T1av [Gpp,kj pp>kj pp.ki ~ O pp,ii

Utilizamos la ecuacién de equilibrio en el dominio para transformar los dos primeros
términos de la ecuacién anterior:

Gj j +X,=0 = Gijwi = _Xj,k 5 Oy = _Xk,j

Por tanto:

poki T Okjii = v GO

1

_(Xj,k + Xk,j) = EG
Hay que notar que esta transformacion de algunos términos utilizando las ecuaciones de
equilibrio no supone que la eventual aplicacion de la ecuacién anterior lleve implicita la
imposicion de las propias ecuaciones de equilibrio. Lo que si es cierto es que la anterior
es una forma valida de las ecuaciones de integrabilidad solo cuando se cumplen la
ecuaciones de equilibrio. Pero si deseamos imponer las propias ecuaciones de equilibrio
(lo que en general necesitaremos), tendremos que hacerlo separadamente. Como
operacion final, podemos calcular el valor de o, ; (dltimo término de la ecuacion
anterior) haciendo k=j en la propia ecuacion anterior:



5.6 ECUACIONES Y TEOREMAS

1 _2-=2v 14V
_2Xk,k - 1+v Gpp,kk +Gkk,ii - 1+v Gpp,ii - 1+v Gpp,kk = Gpp,kk - _1—\/ ii

Con lo que tenemos:

A%
ij,ii + Gii,kj = _(Xj,k + Xk,j) - I—v Xi,iskj

1+v (5.2)

Las anteriores son las ecuaciones de integrabilidad expresadas en funcién de las
tensiones cuando se cumplen las ecuaciones de equilibrio. Se conocen como ecuaciones
de Michell y Beltrami. Cabe insistir en el hecho de que un campo de desplazamientos
que ensayemos como solucién de un problema, puede satisfacer estas ecuaciones sin

satisfacer las de equilibrio. En forma desarrollada, las seis ecuaciones independientes
contenidas en la expresion (5.2) son:

1 \Y
stn +m(611 +0,+043),,= _2X1,1 _:(Xl,l + Xz,z + X3,3)
1 v
V2622 +m(611 +0,, + 633)’22 = _2X2,2 _:(Xl,l + Xz,z + X3,3)
1 %
V2633 +m(611 +0, + 633)’33 = _2X3,3 _:(Xm + Xz,z + X3,3)
1
VzGlz +m(611 +0,, + 633)’12 = _(Xl,z + Xz,l)
1
VZGB +m(611 +0, +033),,= _(X1,3 + X3,1)

1
V2623 +m(611 +0,, + 633)’23 = _(X2,3 + X3,2)

En el caso en que las fuerzas de volumen sean constantes, X; = cte, los miembros
derechos se anulan, resultando:

o +Lc =0
kj.ii 1+v ii,kj — (5_3)

Si a partir de las ecuaciones de Beltrami-Michell y de las ecuaciones de equilibrio
se consigue calcular el campo de tensiones, puede procederse al calculo de
desplazamientos aplicando lo expuesto en el epigrafe 3.6 acerca de la obtencion del
campo de desplazamientos a partir del de deformaciones.

Contraejemplo a la suficiencia de las ecuaciones de Beltrami-Michell

Hemos insistido en el hecho de que un campo de desplazamientos que ensayemos como
soluciéon de un problema, puede satisfacer las ecuaciones de Beltrami-Michell sin
satisfacer las de equilibrio. Ello puede sorprender en un principio, dado que las
ecuaciones de equilibrio fueron utilizadas en su obtencion.
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Solucién ensayada:

X=X, X,
X,=x S —
REEHG
L]
i / 012='X§ \\
—=

Figura 5.1.- Problema y tensiones en el contorno de la solucién ensayada.

Si las aclaraciones presentadas en su momento no infunden aun suficiente seguridad en
el lector, puede considerarse el siguiente contragjemplo: Sea un sélido bidimensional
cuadrado como indica la figura 5.1, sometido a las fuerzas de volumen X, =X, ; X, =
X;. Asumiendo 055 =0, y que las derivadas respecto de x3 son nulas, las ecuaciones
significativas en (5.2) son las siguientes:

V26, +——(0,, + G0, )y =0 2 Gt =0
[e) [e) [e) = —
ntLy o 2 )11 14y i na2 T Onn
1 24V 1
2 _
v 622+1+_v(511+522),zz:0 - 1+v 622,22+622,11+1+v611,22 =0
1 1
2 _
V', + 1+v (0,,+05),,=—2 O11 170yt 1+ v (0,,+0y),, =2

Como campo de tensiones elegimos ensayar 6,, = G,, = 0; G,, = -X;2, que cumple las
ecuaciones anteriores. Pero es facil comprobar que no satisfacen las de equilibrio:

-X,=0,,,+0,, = —X, =-2X%, (Falso!)
—X,=0,,,1t0,,=>-x,=0+0=0 (Falso!)

Lo que muestra que efectivamente un campo de tensiones que propongamos puede
satisfacer las ecuaciones de Beltrami-Michell sin ser la solucién de nuestro problema, ya
que puede no satisfacer las de equilibrio. Notemos de paso que la no satisfaccion de las
ecuaciones de equilibrio interno implica en general el no equilibrio del conjunto del
sOlido. Asi, en este caso las fuerzas de volumen son un sistema autoequilibrado en la
placa, por lo que las fuerzas de contorno también tendrian que serlo para que la misma
estuviera en equilibrio. Puede comprobarse que lo anterior no se da en la solucién de
tensiones ensayada: las fuerzas de contorno tienen resultante nula pero su momento
respecto de un punto no lo es (ver segunda figura 5.1).

5.3.- Teorema de unicidad de solucion del problema elastico lineal.

La experiencia fisica comin indica que en general existe una relacion causa - efecto
univoca en los fendmenos naturales. En particular esperamos que cada vez que
apliquemos determinada accién sobre un soélido, éste adopte la misma configuracion
deformada. En principio, demos por valida esa apreciacion de la realidad, al menos
mientras no ocurran fendmenos especiales, como deformaciones no eldsticas en el
material, o inestabilidad. Admitida esta relacién univoca entre causa y efecto en el
fendmeno fisico, nos preguntamos si también existe el mismo tipo de relacién en el
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modelo matemético que hemos desarrollado. Es decir, deseamos saber si a un conjunto
de solicitaciones particular de un sélido le corresponde una configuracién deformada
unica en el modelo matemaético. La cuestion planteada es, por tanto, la de unicidad de
solucion del problema eléstico.

Antes de presentar el teorema que nos ocupa, conviene tener noticia de la
importancia y el alcance de la cuestion planteada: En elasticidad es habitual emplear
métodos de resolucién de tipo inverso, que consisten bdsicamente en ensayar una
solucién y comprobar a posteriori que la misma cumple las ecuaciones del modelo
matemadtico (ajustando en su caso algunos pardmetros). Este tipo de procedimientos
careceria de fundamento si no estuviera asegurado que la solucién del problema es
Unica.

La demostraciéon de unicidad de solucién del problema elédstico bajo ciertas
condiciones, que se consideran las condiciones que debe cumplir un problema para estar
planteado correctamente, es debida a Kirchoff. Dicha demostracién se presenta a
continuacion.

Sea un solido cuyo contorno exterior es S. En una parte del contorno, S, estdn
prescritos los desplazamientos y se desconocen las tensiones, y en otra parte del
contorno, S, estan prescritas las tensiones y se desconocen los desplazamientos. En
ningun punto del contorno se prescribe simultdneamente la tension y el desplazamiento,
por lo que las porciones S, y S; no tienen interseccion, y ademds S, y S, cubren por
completo la superficie S del s6lido. Un ejemplo de estas condiciones se muestra en la
figura 5.2. Notese que la ausencia de actuacion exterior sobre un punto del contorno
supone en realidad prescribir tension nula en ese punto, por lo que el mismo pertenecerda
a S, Se supone ademds que las restricciones al desplazamiento son por lo menos
suficientes para evitar la indeterminacion asociada a movimientos como so6lido rigido.

S
EnS, u =u; (funciones dadas)
En S, Xi = if (funciones dadas)
S, +S, =S
IR |

Su

Figura 5.2.- Ejemplo de condiciones para el teorema de unicidad de Kirchoff
El teorema establece que bajo las condiciones anteriores, y si existe la funcion de
densidad de energia de deformacion, y ésta es definida positiva, entonces la solucion de
desplazamientos es tinica (y por lo tanto también lo son los campos de deformaciones y
de tensiones).

Existen argumentos termodindmicos que indican que la funcién de densidad de
energia de deformacion, W, debe ser definida positiva en condiciones més generales.
Nosotros simplemente comprobaremos que efectivamente lo es para el caso lineal
eléstico is6tropo de nuestro interés. De (4.59) tenemos:
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W:lc..e —l(ke& +2Ge. €., :lke2+G8..e. >0
2 2 ! R )

i i~

Que nunca es negativa por ser una suma de términos de deformacién al cuadrado, y que
s6lo puede ser cero si todas las componentes de deformacién son nulas (estas
condiciones definen a una funcion como "definida positiva"). Realizada la
comprobacion anterior, vamos a demostrar el teorema. Supongamos que bajo unas
mismas condiciones de contorno existen dos soluciones de desplazamiento, que
llamaremos u'; y u",. Cada una tendrd asociado un campo de deformaciones y de
tensiones. Como suponemos que ambas son soluciones validas, ambos campos de
tensiones cumpliran las ecuaciones de equilibrio:

' (uj5+u;)/2 ' Hooke ' ' *
u', — €' o'y (0';+X;=0)

(ug;+u.;)/2 3
uni Ui+, gnij Hooke Gnij (Gnij,j +Xj :O)
Siendo X; la fuerza de volumen, dato del problema. Consideremos un nuevo campo de
desplazamientos u;, obtenido como diferencia de los dos anteriores. Como todas las

relaciones son lineales, las deformaciones y tensiones asociadas a este nuevo campo
también se obtienen por diferencia:

u, = u'i —u"i ; e.=¢.—¢". ; o0.=0"
Derivando la dltima igualdad tenemos:

] " —_ * *:
G =00, X, +X, =0

Multiplicando 6;;; por u; e integrando en el volumen se tiene:

ij,j

jv 6, udV=0= jv (o,u,),,dV — jv c.u dV= J-Scijuin ds- jv c,e,dV =

y1)

= [ Xuds—[ 2WdV = [ XudS=[ 2Wdv

En donde Xi es el vector tensién en el contorno asociado a la solucién diferencia. La
integral de contorno se anula porque en una parte de ese contorno (S,) se anula u;
(notese que esto sucede aunque los desplazamientos prescritos u*; no sean nulos, ya que
se trata del campo de desplazamientos diferencia), y en el resto del contorno (Sy) se
anula la tensién en el contorno (ya que en las zonas de tensién prescrita es

X; =§1 —i? =0). Por lo tanto:

[Xiuds=[2wav =0 (5.4)

Como W es una funcién definida positiva, lo anterior implica que la deformacion g;
asociada al campo u; debe ser nula en todos los puntos del sélido. Sabemos que el tnico
campo de movimientos posible con estas caracteristicas corresponde a un movimiento
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como solido rigido. Pero tal movimiento no es posible, dado que en S el campo u; tiene
desplazamientos prescritos nulos (y seglin nuestras premisas, en cantidad suficiente para
impedir movimientos arbitrarios como solido rigido). Por tanto es u; =0, como tnica
posibilidad de movimiento con deformacién nula y ademds movimiento nulo de un
numero suficiente de puntos del contorno. De esta conclusion se sigue inmediatamente
que las dos soluciones distintas supuestas inicialmente, deben en realidad coincidir:

El hecho de que si existiesen dos soluciones distintas las mismas coincidirian, es
equivalente a enunciar que, tal como ha sido planteado, la solucién del problema
eléstico es Unica, como queriamos demostrar. Evidentemente, la igualdad del campo de
desplazamientos implica la de los campos de deformaciones y de tensiones.

Ampliacion de las condiciones para el teorema de unicidad.

Desde el punto de vista de su aplicacion, el aspecto mds interesante a recordar del
teorema de unicidad es sin duda el conjunto de premisas del teorema, que como se ha
demostrado son condiciones suficientes para que el problema elastico tenga solucion
unica. Mostraremos que dichas premisas no son todas estrictamente necesarias: la
premisa de que en cada punto del contorno esté prescrito el vector tensién o bien el
vector desplazamiento puede ampliarse ligeramente, para recoger algunos tipos usuales
de condiciones de contorno.

En efecto, observamos que esta premisa ha servido unicamente para asegurar que la
integral de contorno de (5.4) se anule. Pero esta integral se anula igualmente si en
puntos del contorno estd prescrita la tensidon segiin una direccion y el desplazamiento
segun la direccion perpendicular (nétese que el integrando tiene la forma de un producto
escalar). Esto permite incluir entre las condiciones de contorno aceptables las asociadas
a "apoyos mdviles", que permiten el movimiento solamente segin una direccion
(usualmente tangente al contorno S). En el epigrafe 5.9 de este capitulo se detallardn
esta y otras condiciones de apoyo.

5.4.- Planteamiento integral de las ecuaciones de equilibrio: Principio de los
Desplazamientos Virtuales (PDV).

En este epigrafe y en los tres siguientes estudiaremos un conjunto de principios y
teoremas formulados de forma integral, en oposicién al enfoque directo sobre las
ecuaciones diferenciales aportado por las ecuaciones de Navier y las de Beltrami-
Michell. Estas formulaciones integrales pueden considerarse la base de los potentes
métodos de resolucidén que han progresado enormemente con la creciente capacidad de
célculo de los ordenadores. Por ejemplo, el PDV que estudiamos en este epigrafe estd en
la base del popular Método de los Elementos Finitos, asi como del calculo matricial de
estructuras.
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Sea o;; un campo de tensiones cualquiera en un s6lido, que llamaremos "campo
real" de tensiones. Sea @; un campo cualquiera de desplazamientos, univaluado y tres
veces derivable, cuyas deformaciones asociadas son €%, y que llamaremos "campo
virtual" de desplazamientos. Nétese que no se requiere que el campo virtual guarde
ninguna relacion con el campo real. Bajo estas condiciones, el enunciado del PDV es el

siguiente:

El cumplimiento para cualquier campo virtual @; de la ecuacion integral siguiente:
[ ogesav = [ X0,V + | Xig,ds (5.5)

Es condicion necesaria y suficiente para que el campo real de tensiones satisfaga la

ecuacion de equilibrio en el dominio con X; (G, ;+ X; =0 en V), y la ecuacion de

equilibrio en el contorno con X; (X = o;n; enS).

Como es habitual, V es el dominio ocupado por el sélido, y S su contorno.
Demostraremos en primer lugar que la ecuacion integral es una condicion necesaria
para que el conjunto de magnitudes "reales" esté en equilibrio. Es decir, partimos de que
se satisface el equilibrio y llegaremos a que debe cumplirse la ecuacion (5.5). Tomamos
la ecuacion de equilibrio en el dominio, o;; + X; =0, la multiplicamos por @; e
integramos en el sélido:

jv c; 9,dV + Iv X0dV=0 = IV (0,;¢,),;dV — IV c;¢, dV + IV X,0,dV =0

Hemos integrado por partes la integral de volumen. Mediante el teorema de la
divergencia transformamos la primera integral de la ultima igualdad en una integral de
contorno. El integrando de la segunda integral puede transformarse teniendo en cuenta
que @;; =€?; +0®; (tensores deformacion y rotacion asociados al campo virtual), y por
tanto G6;;, ; = 6;,€%; , puesto que el producto G;;®®; es siempre nulo (tensor simétrico por
tensor antisimétrico). Con esto tenemos:

L c,0ndV — jv c,eldV + jv X.@dV=0

Podemos utilizar la relacién o;n; =X; en la primera de las integrales anteriores, dado

que en este sentido de la demostracion se asume el equilibrio del campo real. Haciendo
esto y reordenando términos obtenemos la ecuacion integral (5.5)., como queriamos
demostrar.

Demostraremos ahora que el cumplimiento de la ecuacién integral (5.5) en las
condiciones establecidas en el enunciado, es también condicion suficiente para que el
campo de tensiones "real" cumpla las ecuaciones de equilibrio. Es decir, ahora tomamos
como punto de partida el que la ecuacién integral se satisface, y deseamos obtener a
partir de ella las ecuaciones de equilibrio. Comenzaremos manipulando la primera
integral de (5.5):
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jv c,eldV = IV 6,0, dV = jv (6,9,),;dV — jv G, @dV = L c,ondV - IV G, @dV =
= (por (5.5)) = [ X,pdV + [ XipdS

Agrupando términos tenemos: IV (X;+0,;

)edV + [ (Xi—0;n)9,dS=0

El que la igualdad anterior se satisficiera para un s6lo campo particular de
desplazamientos virtuales @,, no permitiria asegurar nada acerca de sus cofactores en los
integrandos. Pero si tal como establece el enunciado, el campo virtual puede ser
cualquiera que podamos imaginar, entonces los factores que multiplican a @, en las
integrales deben ser nulos para que se cumpla en todo caso la igualdad a cero (esto se
admite por principio). Los factores de ¢, en los integrandos igualados a cero son
precisamente las ecuaciones de equilibrio, como queriamos demostrar:

X;+0;;=0 ; Xi—oyn;=0

Cabe hacer algunas observaciones acerca del Principio de los desplazamientos
Virtuales. La primera es que el cumplimiento de la ecuacién integral (5.5) no garantiza
absolutamente nada acerca del campo de desplazamientos "real” u; (asociado a G;), que
como se aprecia, ni siquiera aparece. Los métodos de resolucién basados en el PDV
deben en algin momento asegurar la continuidad, univaluacién, etc, del campo de
desplazamientos ("real"). Por ejemplo, los métodos matriciales de calculo de estructuras
imponen la igualdad de desplazamientos y giros (cuando proceda) en las uniones de las
barras, y el método de los elementos finitos obvia el problema utilizando los
desplazamientos como variables bdsicas, y realizando una aproximacion de los mismos
que tiene desde el principio las propiedades requeridas. Este método serd presentado en
un capitulo posterior. La segunda observacion es que el PDV es vélido sea cual sea la
ley de comportamiento, ya que no se us6 ninguna en su formulacién. Lo anterior incluye
tanto leyes no lineales como comportamiento pldstico. No abordaremos la consideracién
del tiempo como variable y de los efectos de inercia en el contexto de los teoremas
integrales. Una tercera observacion esté relacionada con el hecho de que los términos de
la ecuacion integral (5.5) tienen dimensiones de trabajo. De hecho, cada término
representa el trabajo que realizaria la fuerza o tension correspondiente, permaneciendo
constante, si se produjera el desplazamiento virtual. Se suele denominar al miembro
izquierdo "trabajo virtual interno", y al miembro derecho "trabajo virtual exterior”, lo
que asigna a la ecuacion integral el significado de "trabajo interno igual a trabajo
exterior". La cuarta y dltima observacion es que el uso practico del PDV se centra sobre
todo en el uso de la ecuacién (5.5) como "una ecuacién que debe cumplirse” (es decir,
como condicién necesaria), y que es posible plantear tantas veces como necesitemos,
con distintos estados virtuales, para obtener tantas ecuaciones como queramos
involucrando a los pardmetros de nuestro problema.

5.5.- Planteamiento integral de las ecuaciones de compatibilidad: Principio de las
Fuerzas virtuales (PFV).
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Se trata de un enunciado dual del anterior. Es también la base de una familia de
métodos de resolucion de problemas elésticos, llamados "métodos de compatibilidad".
Estos métodos tienen en general la desventaja de ser poco apropiados para ser
sistematizados e implementados en ordenador. Cuando se deben efectuar calculos
manualmente, es en ocasiones ventajoso utilizar métodos de esta familia en lugar de
métodos de equilibrio.

Sea g; un campo de deformaciones cualquiera en un solido, que llamaremos
"campo real" de deformaciones. Sea G¢; un campo cualquiera de tensiones, que
llamaremos "campo virtual" de tensiones, y que estd en equilibrio con las fuerzas
"virtuales" de volumen y de contorno. Es decir:

) o _n w?_~o

Noétese que no se requiere que el campo virtual guarde ninguna relacion particular con el
campo real. Bajo estas condiciones, el enunciado del PFV es el siguiente:

El cumplimiento para cualquier campo virtual 6%; de la ecuacion integral siguiente:
—
[ otedV = XPudV+ [ X/uids (5.6)
v U vy S i
Es condicion necesaria y suficiente para que el campo real de deformaciones g;

satisfaga la ecuacion de compatibilidad con u; (€; =(u; ;+u;;)/2 en V), y que los
desplazamientos en el contorno tengan el valor u¢; (u;=u¢;.en S).

Por analogia con las ecuaciones de equilibrio, llamaremos ecuaciéon de compatibilidad
en el dominio y ecuacién de compatibilidad en el contorno a cada una de las dos dltimas
relaciones entre paréntesis del enunciado, respectivamente. En general, un sélido tendra
prescritos los desplazamientos en una parte del contorno S y en otra no, pero ello no es
de interés ahora: u¢; son los desplazamientos del campo real en todo el contorno S (si el
enunciado del PFV es cierto; como demostraremos, lo es), de la misma manera que en el

PDV era X, la tension en el contorno, estuviese €ésta prescrita 0 no en un punto
particular del mismo.

Demostraremos en primer lugar que el cumplimiento de la ecuacién integral es una
condicién necesaria para que se satisfagan las ecuaciones de compatibilidad. Partimos
por tanto de que las mismas se satisfacen, y llegaremos a obtener la ecuacién (5.6).
Multiplicando la ecuacién de compatibilidad en el dominio por el campo virtual de
tensiones e integrando en el s6lido, tenemos:

i7ij i1j,j

1
IV g,o0dV = jvz(ui’j +u,,)ordV = jvui,jci‘g’d\/ = J'V(u.cs.“’),j dv — Lu,gff’ dv

En donde se ha hecho uso de que el tensor de tensiones es simétrico junto con que es
indiferente el simbolo utilizado para un subindice mudo (segunda igualdad), y se ha
realizado una integracion por partes (tercera igualdad). La primera integral del dltimo
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miembro puede pasarse al contorno mediante el teorema de la divergencia, y una vez
hecho esto puede hacerse la sustitucion de u; por uS, ya que en este sentido de la
demostracion se asume que u; = u¢; en S. Finalmente podemos utilizar las ecuaciones de
equilibrio del campo virtual en el dominio y el contorno, que se satisfacen en todo caso,
para que aparezcan las cargas virtuales en lugar de las tensiones:

[ gotdv = uioinds—[ vl dv = uioindS—| uofdV =] uXidS+|[ uXrdv

i), i),

El primer y dltimo miembros de la igualdad anterior reproducen la ecuacién (5.6), como
queriamos demostrar.

Ahora demostraremos que el cumplimiento de la ecuacion integral (5.6) es también
una condicién suficiente para que el campo "real" de deformaciones y desplazamientos
cumpla las ecuaciones de compatibilidad en el dominio y en el contorno. Partimos pues
de la ecuacién integral, y queremos obtener a partir de ella las ecuaciones de
compatibilidad. Comenzamos manipulando la integral de volumen del segundo
miembro de (5.6):

1.1 L)

[ XPuav=—] o2 udV=-] (o%u),dV+[ o%, dV=-[ clunds+] o %dv

Las manipulaciones anteriores son formalmente andlogas a las realizadas en el epigrafe
anterior. Como en este sentido de la demostracién se asume que se cumple (5.6), lo
anterior debe ser igual a:

—
= [, 0%,V - [ Xiuids
Agrupando términos de la ultima igualdad, tenemos:
[ otles— (U +u;)/2]dV+ [ X (u; —u5)dS =0

Nuevamente, si la igualdad anterior fuese cierta sélo para un campo virtual de tensiones,
no cabria extraer ninguna conclusién acerca de sus cofactores en los integrandos. Pero
su cumplimiento para cualquier campo virtual de tensiones imaginable exige que los
cofactores sean nulos, para que la igualdad a cero se asegure en todos los casos:
— . c _
g;—(u;+u;;)/2=0 ; u;—u;=0
Las anteriores son precisamente las relaciones que queriamos obtener. Por tanto, el
cumplimiento de la ecuacidén integral (5.6) para todo campo virtual posible de tensiones
es también condicién suficiente para que las deformaciones ¢g; sean las que

corresponden a los desplazamientos u;, y para que el valor de estos desplazamientos en
S sea u¢;.
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Cabe también hacer algunas observaciones acerca del Principio de las Fuerzas
Virtuales, que serdn en gran parte paralelas a las realizadas acerca del PDV. La primera
es que el cumplimiento de la ecuacién integral (5.6) no garantiza absolutamente nada
acerca del campo de tensiones "real” o;; (asociado a u;), que como se aprecia, ni siquiera
aparece en (5.6). Los métodos de resolucion basados en el PFV deben en algin
momento imponer el equilibrio. La segunda observacion es que el PFV es también
véalido para cualquier ley de comportamiento. Como tercera observacion apuntaremos
también que los términos de la ecuacién integral (5.6) tienen dimensiones de trabajo,
denomindndose al miembro izquierdo trabajo interno de las tensiones virtuales, y al
miembro derecho trabajo externo de las cargas virtuales. La cuarta y tdltima observacién
es que la forma maés frecuente del uso del PFV es el de la ecuacion (5.6) como condicion
necesaria, plantedndola para algin o algunos estados virtuales particulares.

Finalmente apuntaremos que cuando el unico objetivo es utilizar las ecuaciones
(5.5) 0 (5.6) como "ecuaciones que deben cumplirse" (como condiciones necesarias), s
frecuente prescindir de las diferencias conceptuales entre ellas, considerando un campo
de tensiones y fuerzas en equilibrio, pertenecientes a un estado "1", y un campo de
deformaciones y desplazamientos compatibles, pertenecientes a otro estado "2" del
solido. De esta manera, tanto (5.5) como (5.6) se escriben:

[ oigzav = [ XuidV + [ Xiuds

Donde los superindices 1 y 2 refieren a los mencionados estados distintos del sélido,
siendo circunstancial la consideracién de uno de ellos como estado virtual. La ecuacién
integral anterior es una condicién necesaria para que el conjunto de magnitudes (tipo
fuerza) del estado 1 que aparecen cumplan las ecuaciones de equilibrio, junto con que
las magnitudes (tipo deformacién) del estado 2 que aparecen cumplan las condiciones
de compatibilidad. Se conoce como Principio de los Trabajos Virtuales (PTV) al
enunciado de esta condicidn necesaria, refundida del PDV y del PFV.

5.6.- Teoremas de Reciprocidad de Betti.

Los teoremas de reciprocidad que estudiaremos a continuacién permiten dar
respuesta a algunas posibles cuestiones sin necesidad de resolver completamente un
problema eldstico. En este aspecto, su utilidad es mds patente en el cdlculo de
magnitudes definidas como promedios (u otro tipo de expresiones integrales) de las
tensiones o desplazamientos. Estos teoremas serdn también la herramienta bésica que
utilizaremos para calcular "coeficientes de influencia" en un epigrafe posterior. Ademas,
el segundo teorema de reciprocidad puede considerarse como la base del Método de los
Elementos de Contorno (MEC) en elasticidad. Se trata de un moderno método de
calculo que presenta ciertas ventajas sobre el Método de los Elementos Finitos en
algunas aplicaciones, si bien sus posibilidades estdn atin bajo estudio.
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Primer Teorema de Reciprocidad.

Considérese un campo cualquiera de tensiones y deformaciones "virtuales” 6%,
€%, que verifiquen la ley de Hooke: 69; = Cyyy €%

El cumplimiento de la ecuacion integral siguiente para cualquier campo de
magnitudes virtuales:

[ otedv = oepav (5.7)

Es condicidn necesaria y suficiente para que las tensiones y deformaciones reales
Gy, €;. satisfagan la ley de Hooke con las mismas constantes, es decir:

ij
G;; = Cijn €

Demostraremos en primer lugar que la expresiéon integral es una condicién
necesaria para que el campo real cumpla la ley de Hooke, con las mismas constantes
elasticas que el virtual. Partimos pues de que se cumple 6;; = Gy €. Multiplicando por
el campo virtual de deformaciones e integrando, tenemos:

jv Gijgi(? dv = jv Cijklgklgi(? dv = (Cijkl = Cklij) = J.V Cklijgi?ekldv
Como las magnitudes virtuales satisfacen en todo caso la ley de Hooke, sera:

= IV 6. € dV = jv oie,dV

i

Como queriamos demostrar. La demostracion de que el cumplimiento de (5.7) es
condicion suficiente para que el campo real satisfaga la ley de Hooke se realiza también
sin dificultad. Partimos del cumplimiento de la ecuacién (5.7) y manipulamos el
miembro izquierdo:

IV ciedV = jv g.C

ikl

Egldv = (Cijkl = Cklij) = J.V SijCklijSLPldV = IV eleijklei(?dV

En la dltima igualdad se ha intercambiado la pareja se subindices mudos "ij" con la "k1"
(es indiferente el simbolo empleado como subindice mudo). Esta tltima integral debe
ser, en virtud de (5.7):

j y Ciu€u€ldV = j v c,&/dV

La unica manera de asegurar que se cumpla lo anterior para cualquier campo virtual
imaginable de deformaciones €%;, es que los factores que le multiplican en los
integrandos sean iguales:

Ciji & = O

Que es la igualdad que queriamos demostrar.
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Segundo Teorema de Reciprocidad.

Considérese un campo '"real" cualquiera de magnitudes elasticas (tensiones,
deformaciones y desplazamientos), y otro campo "virtual”, cada uno
satisfaciendo las ecuaciones de compatibilidad, comportamiento y equilibrio:

compatib. Cijkl ¢ , equilibrio
i & Gjj

¢
X:p s Xi

. C.. e _
compatib . e ijkl . equilibrio X, Xi

En estas condiciones se cumple la siguiente ecuacién integral:
¢ X2 eds — X
[ XPuaV+[ Xiuids = [ X,pdV + [ Xipds (5.8)

La demostracion de lo anterior se realiza sin dificultad teniendo en cuenta en primer
lugar que por cumplir el campo real las ecuaciones de equilibrio, y cumplir el campo
virtual la ecuacion de compatibilidad en el dominio, se cumplird la ecuacion integral del
PDV (5.5). Notese que, al igual que en el PDV, la "compatibilidad en el contorno" de
los desplazamientos virtuales con unas ciertas funciones ¢, no se incluye como premisa
por no ser habitualmente de interés. En segundo lugar, por cumplir el campo real las
ecuaciones de compatibilidad interna y en el contorno, y cumplir el campo virtual las
ecuaciones de equilibrio, se cumplird la ecuacién del PFV (5.6). Reproducimos por
comodidad estas ecuaciones:

[ ofe,dv = XPudV+][ X'usds [ ogesav =[ X0,V +] Xig,ds

Por otra parte, por estar relacionadas las tensiones y deformaciones del campo real
mediante la ley de Hooke con las mismas constantes eldsticas que lo estdn las tensiones
y deformaciones virtuales, se satisface la ecuacién (5.7) del Primer Teorema de
Reciprocidad. Observamos que esto implica precisamente la igualdad entre los
miembros izquierdos de las ecuaciones anteriores del PDV y PFV. Por lo tanto, los
miembros derechos serdn a su vez iguales entre si, lo que constituye la ecuacién (5.8)
que queriamos demostrar.

Aunque el enunciado propuesto ha quedado demostrado, estableciendo que el
cumplimiento de la ecuacion integral (5.8) es condicién necesaria para que el campo
real satisfaga las ecuaciones bdsicas de la Elasticidad, el lector se preguntara acerca de
la posibilidad de que la ecuacién integral sea también condicion suficiente, en analogia
con las ecuaciones integrales de epigrafes precedentes. A este respecto, debemos
apreciar que en la ecuacién (5.8) no aparecen ni las tensiones ni las deformaciones
reales, por lo que no cabe plantear que dicha ecuacion pudiera ser condicion suficiente
por si misma de ningin enunciado que afectase a estas variables.
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No obstante, si se unen algunas hip6tesis adicionales al cumplimiento de la propia
ecuacion (5.8), el conjunto resulta suficiente para que se satisfagan algunas otras
relaciones. Por ejemplo, si el campo virtual satisface todas las ecuaciones de la
elasticidad (lo que suponemos en todo caso), podemos demostrar el siguiente
enunciado:

Si se satisface la ecuacion integral (5.8) para todo campo virtual, y g; es el campo de
deformaciones asociado a u; mediante las ecuaciones de compatibilidad interna, y
ademds es o;; el campo de tensiones asociado a €; mediante la ley de Hooke (con las
mismas constantes eldsticas que el campo virtual), entonces el campo real satisface la
ecuacion de compatibilidad en el contorno, y las de equilibrio interno y en el contorno.
En forma més compacta, el enunciado anterior puede expresarse como:

[ Xfudv+ [ Xusds = [ X,pdV + [ Xipds u=uf; X,=0;n; enS$

g;=(u;+u,)/2 ; o,=Cug, 0;;+X; =0 enV
Para demostrar lo anterior comenzamos por manipular la primera de las integrales:

[ XPudV=-] ofudV=-] (6fu),dV+| ofu,dV=—] ofundS+] ofedV=

1,] 1 1) i
errma : A 7
(I"T" Recipr.) = —[ XiudS+ [ o,0dV =—[ XiudS+| o,0,dV =

= —[ X'udS+ [ o,onds-[ o, @dV

Noétese que en la manipulacion anterior se ha hecho uso de las dos hipétesis adicionales:
compatibilidad del campo real (3* igualdad), y ley de Hooke en el campo real (primer
teorema de reciprocidad). Llevando esto a la expresion integral y agrupando términos,
resulta:

[ —upXidas+ [ (o0, - X0edS - (o, +X)9dV =0

Para asegurar que lo anterior se satisfaga para cualquier campo virtual imaginable de
magnitudes, deben ser cero los factores que multiplican a las magnitudes virtuales en los
integrandos, es decir:

ui—u;=0enS; o;n;—Xi=0enS; 0,;+X;=0 enV

Las tres ecuaciones anteriores reproducen la ecuacion de compatibilidad en el contorno,
y las ecuaciones de equilibrio en el contorno y en el dominio, respectivamente, como
queriamos demostrar. Por lo tanto, con las condiciones adicionales que se han
especificado, la ecuacion integral (5.8) es también condicién suficiente para que el
campo real esté en equilibrio, y ademds se satisfaga la ecuacion de compatibilidad en el
contorno.
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Como nota final insistiremos en que la dificultad de establecer la suficiencia de la
ecuacion integral (5.8) estriba en que en la misma no aparecen ni €; ni G;;. Estos s6lo
pueden introducirse a partir de u; si se asume que €;=(u; ;+u;;)/2, como se ha mostrado,
o a partir de las fuerzas de volumen y de contorno si se asume el equilibrio del campo
real. Esto ultimo tiene menor interés tedrico, por lo que se omite la demostracién
correspondiente. De todas formas el interés prictico se centra en la utilizacién de la
expresion integral (5.8) como condicidn necesaria, para uno o varios estados virtuales
concretos, tal como ocurre con las demds expresiones integrales.

5.7.- Teorema de la minima energia potencial.

Las formulaciones variacionales son una técnica matemdtica potente que tiene el
atractivo de permitir un tratamiento formal unificado (hasta cierto punto) de los
problemas fisicos, poniendo de relieve analogias entre las magnitudes de diversas
disciplinas. Para utilizar este tipo de enfoque debe encontrarse una magnitud escalar que
tome distintos valores para las distintas soluciones que podamos ensayar, pero que
alcance un minimo para la solucién verdadera. Si ello es posible, entonces la resolucion
del problema se reduce al de encontrar un valor minimo. Demostraremos que en
elasticidad existe una magnitud con estas caracteristicas, que llamaremos energia
potencial.

Consideremos un sélido en equilibrio bajo las acciones X, Z, de volumen y de
contorno respectivamente, y cuyo campo de desplazamientos es u;. Consideremos un
campo de desplazamientos ligeramente modificado, u; + du;, donde du; es una pequefia
variacion virtual. El trabajo de las acciones durante el pequeio desplazamiento virtual
sera:

[ XBuaV + [ X3uds

Esta suma de dos integrales reproduce el miembro derecho de la expresion (5.5) del
PDV, siendo ahora du; el campo virtual de desplazamientos. El campo de tensiones del
solido en equilibrio, G;;, cumplird las ecuaciones de equilibrio con las fuerzas de
volumen y de contorno. Por ello, la expresion (5.5) del PDV debe satisfacerse.
Llamando 6g;; a las deformaciones asociadas a du;, tenemos:

[ XduaV+[ Xduds = o,8e,dv

La ecuacion anterior es una forma de expresar el PDV sin ninguna hipétesis adicional, y
por tanto es valida para cualquier ley de comportamiento. Poniendo el tensor de
tensiones en funcion de la densidad de energia de deformacidn, y aplicando a la
variacion virtual las propiedades usuales de los diferenciales, la ultima integral puede
escribirse como:
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[ 0,08,V = jvz—:ZSSijdV = [, dwav =3| [ wav |
Por lo tanto:

[ wav]- | xauav- [ Kuas=o 5

La anterior es una forma del PDV vilida s6lo cuando existe la densidad de energia de
deformacion, y por tanto requiere que el sélido tenga comportamiento eldstico, ya sea
lineal o no lineal. Vamos a particularizar esta expresion para el caso en que las fuerzas
actuantes sean conservativas, lo que es frecuente en los problemas de mecédnica de
sOlidos. Por definicién, una fuerza es conservativa si su valor puede obtenerse como la
derivada respecto a los desplazamientos de una cierta funcién potencial. Ejemplos de
este tipo de fuerzas son las gravitatorias, y las fuerzas de contorno aplicadas por
contacto o traccion directa. Una excepcidn notable son las fuerzas de tipo aerodindmico
que un fluido en movimiento puede ejercer sobre un sélido. Sean &y & los potenciales
de los que derivan respectivamente las fuerzas de volumen y de contorno de nuestro
problema. Por ejemplo, en el caso sencillo de un resorte de rigidez K, hay que producir
un alargamiento x para que la fuerza sobre el resorte sea F=Kx. La funcion potencial en
este caso seria § =-Kx2/2, ya que F=-0&/0x. Con nuestras funciones potenciales
tendremos, por su definicion:

Con lo que las dos dltimas integrales de (5.7) quedan:
_ 3 BE ~ _
~[ X,5u,dV - [ Xu,dS = jvaauidv + jsaauids =8| [ &dv+ [ &s|

Lo que permite escribir (5.9) como:



ECUACIONES Y TEOREMAS 5.21

SUV(W+&)dV+LEdS}=8V=O 5.10)

En donde se ha definido la "energia potencial total" 9’ del sistema como la expresién
entre corchetes del primer miembro. Esta expresion encierra el enunciado del teorema
objeto de este epigrafe:

En la posicién de equilibrio, la energia potencial total 9/tiene un valor
extremo (maximo o minimo).

Puede demostrarse que siendo la densidad de energia de deformacién una funcién
definida positiva, el extremo aludido es un minimo. Omitimos aqui esta demostracion.

Finalmente, nétese que el campo de desplazamientos que incluye la variacion
virtual, u; + du;, puede ser absolutamente general. No obstante en la practica suele
restringirse esta generalidad, haciendo que este campo satisfaga las condiciones de
contorno en desplazamientos (es decir, se impone Ou; = 0 en las zonas de
desplazamiento prescrito). La ventaja préctica que se persigue con ello es excluir de la
evaluacién de la integral de contorno de (5.9), o su homoéloga de (5.10), las zonas en
donde la tension de contorno es desconocida a priori.

5.8.- Principio de Saint-Venant.

Presentaremos ahora un principio cuya justificaciéon es totalmente experimental,
aunque sea posible dar argumentos fisicos en su favor. Ademads, este principio no es
aplicable en ciertas situaciones. Ello hace que pueda resultar sorprendente encontrar su
enunciado en el contexto del modelo matematico de la Teorfa de la Elasticidad, cuya
robustez es notoria. No obstante, se trata de un principio muy util para conseguir
soluciones de suficiente exactitud desde el punto de vista de las aplicaciones précticas.
La exposicion siguiente no se ajusta exactamente a la forma presentada por Saint-
Venant en 1855, sino que incide en la conclusion de mayor aplicabilidad préctica.

Sea AS una pequeiia porcion del contorno S de un sélido, como indica la figura 5.3.
El principio de Saint-Venant establece que a distancias grandes, -comparadas con las
dimensiones de AS-, la solucidn eléstica (desplazamientos, tensiones, etc.) diferird muy
poco si se sustituyen las cargas que actian sobre AS por otro sistema de cargas distinto,
pero estaticamente equivalente (de igual resultante e igual momento resultante). Por
ejemplo, en el punto P de la figura, esperamos similares movimientos y tensiones
cuando actuda el sistema de cargas a) sobre la porcién AS del contorno, que cuando actda
el sistema b), que es estdticamente equivalente. Ambos sistemas de cargas constan de la
superposicion de una distribucién de tensiones de resultante F mas otra distribucion de
resultante nula y momento M.
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Figura 5.3.- Acciones estaticamente equivalentes sobre una pequefa superficie.

A pesar de que la intuicién fisica pudiera parecer suficiente para justificar este
principio, hay ocasiones en que el mismo no es de aplicacién. Desafortunadamente hay
que invocar a la experiencia previa si se pretende juzgar de antemano cuando puede
aplicarse razonablemente y cuando no. Una excepcidn notable es la torsién con alabeo
restringido de barras de perfil de pared delgada, que se estudia habitualmente en el
contexto de la Resistencia de Materiales. Pueden encontrarse algunas excepciones mas
en algunas estructuras particulares de barras con nudos articulados, como la de la figura
5.4. En efecto, si contemplamos la estructura en su conjunto, la zona en la que actda el
sistema autoequilibrado de cargas (p/2, -p, p/2) es una pequeia zona del contorno de la
misma, por lo que cabria esperar que a grandes distancias (zona derecha de la estructura)
los esfuerzos en las barras fuesen préximos a cero. Sin embargo, puede comprobarse
(equilibrando sucesivamente los nudos), que tanto las barras préximas a la zona de
aplicacion de las cargas como las mds lejanas soportan esfuerzos de idéntica magnitud.

Figura 5.4.- Una excepcion respecto del Principio de Saint-Venant.

5.9.- Algunas notas acerca de las condiciones de contorno.

Independientemente del enfoque o de las ecuaciones que se empleen para resolver
un problema, siempre deben imponerse las condiciones de contorno del mismo durante
la resoluciéon. Como es evidente, una deficiente imposicién de las condiciones de
contorno hard inutil el esfuerzo posterior de resolucién, ya que en el mejor de los casos
se estard resolviendo un problema distinto del planteado inicialmente. Seguidamente
revisaremos algunos tipos basicos de condiciones de contorno.

En problemas elasticos que afectan a un solo sélido, debe tenerse presente como
regla bésica que en cada punto del contorno, si estd restringido el movimiento segtin una
direccion del espacio, la componente del vector tension segin esa direccion debe ser
incognita. Andlogamente, si es conocida una componente de tension, la correspondiente
componente de desplazamiento debe ser incognita. Esta sencilla regla nos asegura el
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correcto planteamiento de nuestro problema, en el sentido de que cumpla las
condiciones del teorema de unicidad de Kirchoff. Todas condiciones de contorno
representadas esqueméticamente en la figura 5.5 son posibilidades vélidas. Existen otras
posibilidades validas, como por ejemplo la imposicion de un valor no nulo de
desplazamiento en lugar del valor nulo representado en las condiciones de apoyo.

Desplazamiento | Prescrita una componente de| Tension prescrita
prescrito desplaz. y otra de tension.
Sé% solido sé%
En un punto En un punto " "

(napoyo fijO") (napoyo méVﬂ”) ( fuerza puntual )

s6lido s6lido s6lido
TS oo —

N
En una region de S En una region de S X prescrito

Figura 5.5.- Algunas posibilidades validas de condiciones de contorno.

Se entiende como "fuerza puntual" al limite de una distribucién de tensiones X;
usual (también de una fuerza de volumen X;), cuyos valores son arbitrariamente
grandes, pero que actiia sobre una porcién arbitrariamente pequefia del contorno, de tal
manera que la fuerza resultante (integral del vector tension o de la fuerza de volumen)
tiene el valor vectorial de la fuerza concentrada especificada. Asi, si se da una fuerza
puntual de componentes F; sobre un punto P del contorno, debemos entender que se
trata de una distribucién muy intensa de tensiones X;, que actdia sobre una porcién muy
pequeia €S(P) del contorno, en torno al punto P dado, de manera que se cumple:

I XidS = E
eS(P)

La interpretacion anterior debiera ser tenida en cuenta cada vez que se necesite tratar
una fuerza puntual, por ejemplo en el contexto de los teoremas integrales presentados en
este capitulo. En todo caso, si una componente de fuerza es conocida, la componente del
desplazamiento en ese punto debe ser incdgnita, y viceversa (caso de un apoyo). Una
fuerza concentrada interior al s6lido se interpreta andlogamente, como una distribucién
de fuerzas de volumen X; muy intensa que actiia sobre un volumen muy pequefio. El
trabajo virtual de una fuerza concentrada es igual al producto escalar de la fuerza por el
desplazamiento virtual de su punto de aplicaciéon. Un momento concentrado admite una
interpretacion similar, con salvedades que analizaremos detenidamente a continuacion.
El trabajo de un momento.

Al igual que una fuerza concentrada, un momento concentrado es una abstraccion
matemadtica que fisicamente se interpreta como una distribucion de fuerzas de volumen
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X, muy intensa que actda sobre una porcion muy pequefia del sélido, de forma que su
resultante es nula, pero no asi su momento resultante, cuyas componentes serdn M;. La
figura 5.6 ilustra la idea anterior, siendo €(P) la pequena porcioén de sélido en torno al
punto P en que la fuerza de volumen X; no es nula, y Jr, el vector que une el punto P con
un elemento diferencial de volumen genérico.

X,dV =0

&(P)

L(P)rx XdV = L(P)eijkrjxkdv =M,

Figura 5.6.- Esquema fisico de la aplicacion de un momento concentrado.

El trabajo virtual de la fuerza de volumen X; con el campo de desplazamientos ¢, vendra
dado por la integral:

L(P)de\’ = L(P)Xi [0,(P)+0,,(P)3r; |dV =, (P) L(P)XidV +¢,,(P) L(P) X,8rdV

La primera integral del ultimo miembro se anula por ser nula la resultante de la fuerza
de volumen. Precisamente ha sido preciso considerar un desarrollo en serie de @; hasta
derivadas primeras para retener las aportaciones no nulas (ni despreciables). La dltima
integral puede escribirse como:

— (9 P — c? P
0,(P)f  X8rdv=(ef+o)] Xdrdv=el XdrdV+oef| Xdrdv

ij

En donde la deformacién y la rotacién se entienden evaluadas en el punto P. Asi pues, el
trabajo del momento (es decir, de las fuerzas de volumen a las que representa) tiene los
dos sumandos que aparecen en el ultimo miembro de la igualdad anterior. Es facil
comprobar que el segundo sumando tiene el significado de "producto escalar del vector
rotacion por el momento", que nos resulta familiar. Véase:

of|  XSrdV=e,of| XSrdV=of] e,X5rdV=0{M,

Pero no hay razon para que el sumando que contiene a la deformacién se anule. Por otra
parte, el mismo no es expresable en funcién del momento resultante, en general. El
valor de este sumando depende de la tipologia particular de la distribucién X; en el
pequeio dominio €(P) en el que actia. Por lo tanto, la expresion mds concreta que
podemos ofrecer del trabajo de un momento es:

— m? ¢
L(P)Xi(pidV = 'M, +¢! L(P)XiﬁrjdV
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En mecénica del sélido rigido las deformaciones son nulas, por lo que el segundo
sumando se anula. En s6lidos con forma de barra, las hipdtesis que usualmente adopta la
Resistencia de Materiales hacen que el dltimo sumando sea despreciable. En ambos
casos se revierte a la expresion mds familiar de "momento por giro". Todo ello podria
inducir al lector a pensar que el trabajo de un momento tiene siempre ese valor, cosa
que, en rigor, es incorrecta. Existen sin embargo argumentos fisicos que permiten
despreciar el segundo sumando en ciertas situaciones. Por ejemplo, si el momento esta
aplicado mediante la torsion de una varilla de pequefia seccién (en comparacién con las
dimensiones del sdlido), que tiene uno de sus extremos soldado a la superficie del
sOlido, es concebible que el efecto rigidizador de la varilla en la zona soldada impida
que existan deformaciones importantes en esa zona (aunque sean grandes en sus
proximidades). Por tanto, en este caso pueden existir argumentos para despreciar el
segundo sumando.

Por otra parte, la integral que multiplica a la deformacién en el segundo sumando
tiene cierta propension a ser un tensor antisimétrico en casos practicos. En el caso en
que esto sea asi, su producto por la deformacién (tensor simétrico) serd nulo. Por
ejemplo, puede comprobarse que si el momento se aplica en un pequefio dominio
circular mediante una distribucion de fuerzas dada en coordenadas polares por X, = -Ar;
X,=0, la integral del segundo sumando resulta ser un tensor antisimétrico, por lo que
dicho sumando se anula. Esta forma de aplicar el momento corresponderia
aproximadamente a la utilizacién de una varilla de seccidn circular sometida a torsion, y
soldada por un extremo a la superficie del s6lido. Los argumentos anteriores conducen a
despreciar el segundo sumando en la ecuacién del trabajo del momento, en muchas
situaciones usuales.

Con el fin de comprobar que el referido segundo sumando no tiene porqué anularse
en condiciones mas generales, se sugiere que el lector trabaje el ejemplo bidimensional
de una distribucién de fuerzas X; =A x, , X, =-B Xx,, actuando sobre un rectangulo de
dimensiones pequefias 28,x29,, con los lados paralelos a los ejes X; X,, y en cuyo centro
se sitda el origen de coordenadas. Esta distribucién es equivalente a un momento,
pudiéndose comprobar que "el segundo sumando" no se anula en general (aunque lo
haga en algiin caso particular, como por ejemplo 8,=3,; A=B). Otro caso en el que el
segundo sumando tampoco se anula, es cuando el momento esta aplicado como un par
de fuerzas concentradas de gran valor, y muy proximas entre si. Esta ultima imagen de
un momento es probablemente la mas popular, pero es la menos representativa de la
realidad fisica, ya que describe una abstraccién (momento concentrado) en base a otra
abstraccién (fuerza concentrada).

Problemas con un plano de simetria.

Cuando el problema a analizar presenta simetria respecto de un plano, es posible
analizar solamente una de las mitades del s6lido, imponiendo en el plano de simetria las
condiciones de contorno adecuadas. Para encontrar estas condiciones de contorno, basta
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reparar en que si el problema presenta simetria (tanto geométrica como en condiciones
de contorno en tensiones y desplazamientos), las tensiones, desplazamientos, etc., en
puntos simétricos serdn también simétricos. Por ejemplo, si como indica la figura 5.7, el
plano 1-3 es de simetria, tendremos que:

u,(X,,X,,X;) =1u,(X,,—X,,X;)

u,(X,,X,,X;) =—U,(X,,—X,,X;)

u3(X1,X2 ,X3) = 113(X1,—X2 ,X3)

Figura 5.7.- Problema con plano de simetria 1-3.

La segunda de las ecuaciones anteriores implica que en el plano 1-3 (x,=0) debe ser
u,=0. Por otra parte, el que el estado de tensiones sea simétrico requiere que (la figura
5.7 muestra la simetria de la componente 12 de tensidén, como ejemplo):

G, (X5,X,,X3) =0 (X, —X,,X;3) G, (X},X,,X3) = =0, (X),—X,,X;)
0, (X},X,,X3) =Gy (X}, X, X3) 013(X,,X,,X3) =0 5(X,—X,,X3)
033 (X),X,,X3) = 033(X,,—X,,X;3) 03 (X)5X,,X3) = —03(X,,—X,,X;)

ﬂT

O0000000000000000O0

Figura 5.8.- Condiciones de contorno a aplicar en un plano de simetria.

De las ecuaciones relativas a 6, y a 0,5 anteriores, se sigue que en el plano 1-3 (x,=0)
deben ser 6,, =0 y 0,3 =0. Recapitulando las condiciones encontradas, el plano de
simetria debe permanecer plano con sus puntos moviéndose en el mismo plano (u,=0), y
debe tener tension tangencial nula ©=0 (0, y 0,5 son las componentes de 7T en el plano
1-3). Estas condiciones se reproducen esquemdticamente en la figura 5.8, y son las

condiciones a imponer en un plano de simetria cuando se desee analizar s6lo la mitad
del sélido.

-FQ?-M M\\tb
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Figura 5.9.- Ejemplo de simetria en tensiones pero no en desplazamientos.

Pueden presentarse también casos con simetria de tensiones respecto de un plano, pero
no de desplazamientos. En la figura 5.9, con la aproximacion (razonable en el sentido de
Saint-Venant) de que la distribucion de tensiones en el apoyo izquierdo es simétrica
respecto de la de la zona derecha homodloga, tenemos un ejemplo de este tipo de
problema. En casos como este, evidentemente se mantiene el hecho de que las tensiones
tangenciales son nulas en el plano de simetria de tensiones. Un razonamiento basado en
la superposicién de un movimiento de sélido rigido al problema del mismo sélido con
las mismas tensiones en (todo) el contorno, y que ademds presente simetria en
desplazamientos, conduce inmediatamente a que el plano de simetria debe seguir siendo
plano tras la deformacién. Sin embargo, ya no serd cierto que los puntos del plano de
simetria se muevan dentro de su plano.

Planos que no permanecen planos.

Como acaba de mostrarse, un plano de simetria de tensiones permanecera plano tras
la deformacién. Ademads, un plano de simetria de tensiones siempre tendrd tension
tangencial nula. Esto puede hacer pensar errébneamente que el que la tensién tangencial
sea nula en un plano implique que el mismo deba permanecer plano tras la deformacion.
Otro indicio que puede contribuir a reforzar esta idea equivocada, es que en sélidos con
forma de barra sometidos a diversas solicitaciones, que constituyen el objeto de estudio
de la Resistencia de Materiales, el alabeo de la seccidon se asocia tipicamente a la
presencia de tensiones tangenciales ("alabeo" es el término que describe que una seccién
transversal de la barra deja de ser plana tras la deformacion). La conclusion anterior no
es generalizable a s6lidos de geometria arbitraria. Para mostrarlo, puede analizarse un
contragjemplo sencillo, construido como se propone a continuacion.

Consideremos un s6lido bidimensional que ocupa una cierta region del plano x; x,,
y que contiene al menos a la porcion del eje x, entre el origen y un punto A(0,x,). La
deformacion transversal €, (y por tanto G,) es nula en los puntos que estdn situados
sobre el eje x,. Aunque seran irrelevantes para nuestros propdsitos, podemos considerar
como condiciones de contorno, que el origen (0,0) tiene desplazamiento y rotacion
nulos. En forma concisa, tenemos:

En puntos del eje x, : Condiciones de contorno en (0,0):
€,(0,x,)=u,,(0,x,) #0 u,(0,0)=0

€5,(0,%,) =u,,(0,x,) #0 u,(0,0)=0
2¢,,(0,x,)=u,,(0,x,)+u,,(0,x,)=0 2w,,(0,0)=u,,(0,0)—u,,(0,00=0

Integrando, calcularemos el desplazamiento del punto genérico A sobre el eje 2:

A A
u, = _[0 g, dx, +f(x,)=(dx, =0)=1(x,); u, =_[0 €,,dx, +g(x,)

df(x,) + de(x,) + J'Asszz’ldx2 =0
dx, dx, 0

2e, = u,+u,, = 0=
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Donde f(x,) y g(x;) son por ahora funciones arbitrarias. Puesto que se requiere calcular
derivadas u, respecto de x;, no se particulariz6 ain g(x;) en x;=0. Para completar el
cilculo de los desplazamientos se necesita conocer la forma de €,,. Dado que solo
pretendemos encontrar un contragjemplo, sirve cualquier caso particular que conduzca
al resultado deseado. Consideremos que €,,= x;h(x,) en todo el sélido, o al menos en
una regién en torno al eje Xx,, siendo h(x,) una cierta funcién conocida, que
supondremos polindmica para fijar ideas. Tendremos:

df(x,) + rz h(x,)dx, + dg(x)

df (x deg(x
dx 0 2 dx : 2)+H( T .
2 1

X, dx,

=0 =>

x;=0

=0

x;=0

Hemos llamado H(x,) a la funcién primitiva de h(x,), que serd un polinomio de un
orden superior al de h(x,). La dltima ecuacién consta de una adicién de términos que
dependen de x, igualada a cero. Nétese que la derivada de g(x;) en x;=0 es una cierta
constante, que llamaremos -K. Por tanto:

- k; M) i)k
dx,

dg(x,)
dx,

x;=0
Integrando:
£(x,) == H(x,)dx, + Kx, +B

La integral de H representa un polinomio de un orden mayor que H, y que no tiene
término constante (B recoge esta constante). Notese que las condiciones establecidas en
nuestro enunciado no determinan completamente la funcién g(x;). Las componentes de
desplazamiento son:

A
u,==[H,)dx, +Kx, +B 1w, = [Uxh(x,)dx, +g(x) = (x, =0) = g(0)

De la aplicacion de las condiciones de contorno en el origen resulta:

1,(0,00=0=B=0 ; u,(0,00=0=g(x,=0)=0
dg(x,)

Xy

ul,Z(O,O):uz,l(O,O):—H(0)+K={ j h(x,)dx, +—=—12 } =H(0)-K
(0,0)

Al ser H(x,) una integral de h entre el origen y la coordenada x, del punto A, serd
H(0)=0, dado que el intervalo de integracién se anula. Por tanto, la dltima igualdad
conduce a que K=0. Con esto, los desplazamientos del punto A(0,x,) quedan:

u,(0,x,) ==[H(x,)dx, 5 u,(0,%,)=0

Las coordenadas (z,z,) de la posicion final de los puntos A que inicialmente estaban en
las posiciones (0,x,) se obtienen mediante z; = X; + u;, es decir:
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21:—.[H(xz)dx2 ;o Z,=X,

Las dos ecuaciones anteriores definen de forma paramétrica (siendo el pardmetro x,) las
coordenadas z;,z, de los puntos de la curva en que se ha transformado la linea del s6lido
que inicialmente coincidia con el eje 2. La curvatura de una curva dada su expresion
paramétrica es:

1 A\l
Z, 1,

" "
Z, 7,

[z +2,)*]"

K=

Donde las primas denotan el orden de derivaciéon de la coordenada respecto del
parametro. La curvatura serd distinta de cero si lo es el determinante que aparece en el
numerador. Sustituyendo los valores z'\=-H(x,), z',=1, z"|=-h(x,), z",=0, el valor del
determinante resulta ser h(x,). Por tanto la curvatura de la deformada no es nula,
mostrando que la condicidn de que exista tension tangencial nula en un plano no implica
que ese plano permanezca plano tras la deformacion.

El lector puede construir contragjemplos concretos referidos a todo un dominio
basidndose en el desarrollo anterior. Por ejemplo, tomando €;,(X,,X,)=0; h(x,)=X5;
g(x1)=0 (g y su primera derivada deben anularse en x;=0; no se le requiere ninguna otra
condicién), tendremos H(x,)=x,%/2, y el campo de desplazamientos (en puntos que
ahora pueden no estar sobre el eje x,) sera:

[}

3
A X Xy X, X
u, =IO g,,dx, +f(x2)=0——62 ;ou, =j0 X, X,dx, =—122

Puede comprobarse que, en efecto, este campo de desplazamientos tiene €,,=0 en el eje
X, (y en todo punto) y que la configuraciéon deformada de los puntos inicialmente en
(0,x,) estd dada por las coordenadas (z,,z,) de valor z;=-x,3/6 ; Z,=X,; que no representa
la ecuacion de una recta. En el caso en que hubiéramos tomado h(x,)=0, y por tanto
€,,=0, se habria obtenido curvatura nula de la deformada del eje. En el caso en que &,,
dependiera solamente de x,, también se obtendria curvatura nula.
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<_€7 :]% ... etc.

Figura 5.10.- Simetrias sucesivas en una barra recta sometida a flexién-traccion.

Dado su especial interés, el caso de barras rectas que estudia la Resistencia de
Materiales merece una referencia particular. Las condiciones de traccion-flexion asumen
que la componente normal de tension varia linealmente en la seccidon y las demds son
nulas, incluso en los extremos de la barra. Por ejemplo 6,,= Ax;+B (que en la figura
5.10 se representa por simplicidad mediante una fuerza y un momento aplicados en el
centro de dreas de la seccidon). Bajo estas condiciones, un razonamiento de simetrias
sucesivas evidencia que cualquier seccion permanecerd plana tras la deformacion. Bajo
otros tipos de solicitacion las secciones no permanecerdn planas, en general. En el
capitulo siguiente retomaremos el caso de traccion-flexion y analizaremos algun otro
caso particular.

Problemas con plano de antisimetria.

Existe antisimetria respecto de un plano cuando el sélido tiene geometria
inicialmente simétrica respecto del plano, pero en cada mitad del sélido las cargas de
volumen y las condiciones de contorno (tanto en tensiones como en desplazamientos)
son de signo opuesto al que corresponderia si hubiera simetria.

La primera de las figuras 5.11 muestra un ejemplo de antisimetria respecto del
plano 2-3. Por simplicidad, pensemos que se trata de un problema bidimensional. Esta
antisimetria implica que si giramos 180° el sélido en torno al eje 2, veriamos el mismo
problema, pero con todas las cargas y condiciones de contorno en sentidos opuestos a
los del problema inicial. Al nuevo problema corresponden evidentemente
desplazamientos y tensiones cuyo sentido es opuesto respecto del problema original
(porqué?). Utilizaremos esta conclusion para simplificar el andlisis.
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H 1
Figura 5.11.- Ejemplo de problema antisimétrico, y condiciones de contorno a aplicar.

Consideremos dos puntos simétricos A y A'. El desplazamiento del punto A' en la
perspectiva de la segunda figura 5.11 serd opuesto al desplazamiento del punto A en la
perspectiva de la primera figura, como se indica. Trazamos en la primera figura el
desplazamiento de A' (que acabamos de calcular en la segunda figura en funcién del de
A). Esta sencilla operacion permite observar que:

u1(X1’X2):u1(_X1’X2) 5 uz(Xsz):_uz(_xpxz)

Lo anterior implica que un punto en x;=0 puede tener movimiento horizontal u; distinto
de cero, pero su movimiento vertical debe ser nulo:

UZ(O, X2) =0

Razonando andlogamente con las tensiones, trazamos en un punto de x; positivo las
componentes de tension (primera figura). Si como antes observamos el sélido rotado
180°, se nos presenta un problema con todas las cargas, etc, cambiadas de sentido. En
este problema (segunda figura), las tensiones serdn iguales y de signo contrario que en el
problema original. Girando nuevamente 180° la segunda figura revertimos al problema
original, obteniendo con ello las tensiones en un punto en funcién de las del punto
simétrico, como se representa en la primera figura. Observando el resultado es
inmediato concluir que:

0, (X,X)) ==0,(=X,,X,) 5 0p(X,X,)) ==0p(—X,X,) 5 015(X),X,) =0, (—X,X;)

Lo anterior implica que en un punto sobre el plano de simetria geométrica, las dos
componentes de tension normal, G, y O,,, serdn nulas. En cambio la componente de
tension tangencial 6, puede ser distinta de cero. El interés aqui se reduce a obtener las
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condiciones de contorno a aplicar en el plano de antisimetria cuando simplificamos el
andlisis tomando sélo medio sélido. En la nueva "superficie exterior", -el plano 23-, la
componente ,,; debe ser nula. La componente G,, no estd condicionada. Resumiendo,
los puntos del plano de antisimetria s6lo se moveran perpendicularmente al plano, y la
tension normal en ese plano serd nula. La tercera de las figuras 5.11 muestra la
simbologia utilizada habitualmente para representar este tipo de condiciones de
contorno.

Notemos finalmente que la componente G,, no se aprecia en el plano 23, por lo que no
cabe incluir su valor entre las condiciones de contorno. Ello no obsta para que deba ser
nula, como efectivamente obtendremos en el proceso de resolucion, ya que las
condiciones en el plano 23 ©,,=0, u,=0, implican 6,,=0 a través de la ley de
comportamiento.

Contacto segin la ey de Coulomb.

Frecuentemente, un sélido tiene limitadas sus posibilidades de movimiento debido
a la vecindad de otro sélido. En efecto, la experiencia comin indica que dos sé6lidos no
ocupardn el mismo espacio fisico, y que si se aproximan mutuamente llegard a
producirse contacto entre sus superficies, y no su interpenetracion. La primera nocién
fundamental en el fendmeno de contacto es pues la de "zona de contacto", que es la
superficie geométricamente comun a los contornos de ambos sélidos. Supongamos por
simplicidad que todas las cargas aplicadas a los solidos se hacen crecer
simultdneamente. En este proceso de carga, la zona de contacto puede variar de tamafio.
Segun la forma de evolucién de la zona de contacto, los problemas de contacto se
clasifican en:

- Contacto en avance. Cuando nuevos puntos materiales de los sélidos se
incorporan a la zona de contacto en el proceso de carga.

- Contacto en retroceso. Cuando puntos materiales de los sélidos abandonan la
zona de contacto, sin que exista incorporacion de nuevos puntos.

- Contacto conforme. Cuando no se incorporan ni salen de la zona de contacto
puntos materiales de los sélidos durante el proceso de carga.

La figura 5.12 muestra ejemplos bidimensionales tipicos de los tipos de contacto
anteriores. Como ejemplo de problema en avance se muestra el contacto de un cilindro
sobre una superficie horizontal. La zona de contacto crecera al aumentar la carga
vertical. Como ejemplo de retroceso tenemos el contacto de un cilindro rodeado de otro
sOlido, a cuyo agujero se ajusta perfectamente (sin huecos y sin compresion) cuando la
carga es nula. Como ejemplo de contacto conforme se muestra el problema de una cara
plana de un sélido sobre una superficie horizontal. La zona de contacto no varia al
aumentar la carga, en este caso.
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Figuras 5.12.- Ejemplos de tipos de problemas de contacto

La ley de friccién de Coulomb es un modelo sencillo y aceptable para representar
los fenémenos elésticos asociados al contacto entre s6lidos con superficies secas. Seguin
esta ley, la tension tangencial a las superficies en un punto tendrd, como méximo, el
valor de la tensién normal de compresion, multiplicada por un coeficiente de rozamiento
I, que depende del material, el acabado de las superficies, etc. Si en un punto de la zona
de contacto la tension tangencial no alcanza ese limite, los correspondientes dos puntos
de ambos sdlidos continuardn compartiendo la misma posiciéon geométrica. Se dice que
ambos puntos estin en estado de adhesion. Si se llega al referido limite, puede
producirse movimiento tangencial relativo entre los puntos materiales que estaban en
contacto. Decimos entonces que esos puntos estdn en estado de deslizamiento.
Adicionalmente se establece que la direccion de la tensién tangencial serd, en cada
solido, opuesta al deslizamiento relativo entre los puntos inicialmente en contacto,
cuando tal deslizamiento exista. Asi pues, la zona de contacto puede estar subdividida
en subzona(s) en estado de adhesién, y subzona(s) en estado de deslizamiento.
Llamando ¢ la componente normal del vector tension, y T a la componente tangencial,
definidas en el epigrafe 2.1, la ley de Coulomb se puede expresar mediante:

T<U | o | Estado de adhesion.
T=U |C | Estado de deslizamiento.

(tens. tangencial opuesta al desliz. relativo)
T>U | 6| Imposible.

Las condiciones de contorno a imponer en zonas de contacto se resumen en la figura
5.13. En ella se muestra un punto de cada sélido, inicialmente en mutuo contacto,
aunque se dibujan separados por claridad. Se han notado las componentes de sus
desplazamientos normales como u”,, uB , segin se trate del punto del sélido A o del B,
y las componentes tangenciales como u?, uB, de acuerdo con los ejes tangencial y
normal (t-n) dibujados. En hipétesis de pequefios desplazamientos, la suposicién de que
ambos puntos seguirdn formando parte de la zona de contacto, conduce a que u?, = uB_,
en todos los casos. Para el vector tension en esos puntos se usa la notaciéon TA, TB,
seglin se trate del punto del s6lido A o del B. En la figura se representan mediante sus
componentes en los ejes t-n, es decir TA, , T4, y TB ,TB, dibujadas en sentido positivo.
El equilibrio local exige en todos los casos que sea TA = -TB_; TA =-TB,.

n°?
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Sélido A uAt ‘ En todo caso:
T x Cuhe TR TR TR ST,
TA§ Tt S
n n
) ) Adhesién: u® = uf ; |T,|<u|T,|
L. o b T
— t\ ‘ Deslizamiento:
—=
Sélido B uB ‘ ‘Tt‘ = H‘Tn‘ . signo TAt = signo (uBt _uAt

Figuras 5.13.- Condiciones de contorno posibles en un punto de la zona de contacto.

Cuando sea posible adoptar como aproximacion que el coeficiente de friccion sea nulo,
diremos que existe contacto sin friccion. Esta condicién se produce por ejemplo cuando
se considera impedido el movimiento normal a la superficie, y no el tangencial (como se
mostrd en la figura 5.5). Bajo esta hipdtesis la tension tangencial es nula, y habrd estado
de deslizamiento en todos los puntos de la zona de contacto.

Respecto de los problemas eldsticos mas tipicos, la resolucion de un problema de
contacto tiene la dificultad afiadida de que es necesario encontrar el tamafio de la zona
de contacto para el nivel de carga establecido, asi como su particiéon en subzonas de
adhesion y deslizamiento. En general esto no puede llevarse a cabo desacopladamente
de la resolucién en tensiones, desplazamientos, etc, del problema. Si ademds no se da la
circunstancia supuesta al principio de que todas las cargas crecen a la vez desde cero, y
el coeficiente de fricciéon no es nulo, la solucién dependera también de la historia de
carga. Incluso con sélo alguna de las complicaciones mencionadas, la resolucion
analitica de un problema de contacto puede resultar muy compleja. El tratamiento
especifico de los problemas de contacto se sale de los propdsitos de este texto. Puede
consultarse al respecto el texto de Barber, capitulos 12 y 21. Un tratamiento mucho mds
extenso y detallado puede encontrarse en el libro de Gladwell, dedicado integramente a
problemas de contacto.

Si el lector llega a tener necesidad en el futuro de analizar problemas de contacto, lo
mas probable es que se plantee utilizar para ello métodos numéricos aptos para
ordenador, como el Método de los Elementos Finitos o el Método de los Elementos de
Contorno (el cual presenta ventajas claras para problemas eldsticos de contacto), en
lugar de procedimientos analiticos. Para concluir este apartado, se resumirdn algunas
particularidades especiales de ciertos problemas, cuyo conocimiento serd muy util a la
hora de disefiar una estrategia de solucién basada en algin método numérico como los
citados.

Problemas sin friccion:

La solucion no depende de la historia de cargas.

Si hay avance, el tamafio de la zona de contacto depende del nivel de cargas.
Problemas con friccion:

La solucién depende siempre de la historia de cargas.
Problemas con o sin friccion:
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Si el contacto es conforme o en retroceso, y las cargas (y eventualmente los
desplazamientos prescritos no nulos) crecen todas en la misma proporcion desde
cero, entonces el tamafio de la zona de contacto, asi como el de las subzonas de
adhesion y deslizamiento si hay friccion, es independiente del nivel de carga,
suponiendo que se aplica al menos una fraccién no nula de la misma.

Como se aprecia, la dependencia de la historia de cargas estd asociada a la presencia de
friccion, y es consecuencia de la irreversibilidad termodindmica implicada. La unica
excepcion a lo anterior se tendria en el caso en que no se produjese deslizamiento en
ningin momento de cada uno de los procesos de carga considerados.

La tercera propiedad de las enunciadas indica que, por ejemplo el caso de retroceso de la
figura 5.12 presentard zonas de contacto cuyo tamafio serd independiente del valor de la
traccion lateral. Esto serd asi aunque pueda sorprender a primera vista. Piénsese que el
comportamiento de cada solido es lineal, y que si el estado de contacto de cada punto no
cambia, el problema completo serd lineal en el sentido de que a niveles de carga
mayores corresponderdn desplazamientos y tensiones proporcionalmente mayores (el
multiplicar la tensién normal y tangencial por el mismo factor en un punto de la zona de
contacto dejard a dicho punto en el mismo estado de adhesion o deslizamiento que
tuviese). En los problemas conformes o de retroceso no es factible que un punto de la
zona de contacto cambie de estado al aumentar el nivel de carga. Para darnos cuenta de
ello basta apreciar que multiplicando todas las tensiones, desplazamientos (y
consecuentemente los acercamientos y alejamientos relativos entre puntos), etc, por un
mismo factor, se obtiene una solucién sin incompatibilidades, ya que ningin punto de la
zona de contacto sale de la misma ni cambia su estado, y ningtin punto de zonas vecinas
a la de contacto se incorporard al contacto (aqui es crucial que el problema sea de
retroceso, para que entre puntos con posibilidad de contactar sélo haya alejamientos;
noétese que lo anterior no puede decirse de la primera de las figuras 5.12). Por tanto, la
solucion elastica del problema a un nivel de carga serd la misma que a otro nivel de
carga, multiplicada por el factor correspondiente.

Respecto de esa tercera propiedad, se llama la atencidén sobre que la condicién de que
todas las cargas crezcan uniformemente desde cero excluye por ejemplo la presencia de
un desplazamiento prescrito no nulo que no crezca desde cero con el resto de las cargas.
Claramente también excluye la presencia de un sistema de cargas previo y distinto del
que se pretende analizar.

5.10.- Coeficientes de Influencia.

En ocasiones es util conocer como estan relacionados el desplazamiento en un
punto B con una fuerza puntual aplicada en otro punto A del sélido. Bajo las
condiciones de comportamiento eldstico lineal que asumimos, y si las condiciones de
contorno en desplazamiento son homogéneas (tipo u=0), en ausencia de fuerzas de
volumen dicha relacién serd lineal. Llamamos de modo genérico "Coeficientes de
Influencia” a los coeficientes (constantes) de esa relacion lineal entre fuerza y
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desplazamiento, o también a los de las que relacionan sus proyecciones sobre alguna
direccion especificada.

Llamaremos f;(A) a las componentes de la fuerza que se aplique en el punto A, y u;A(P)
a los desplazamientos en un cierto punto P debidos a esa fuerza aplicada en A, como

indica la figura 5.14. Escribiremos la relacion lineal entre componentes de fuerza y
desplazamiento su forma general, para cada caso ilustrado en las figuras 5.14:

u(B)=C*f;(A) ; u’(A)=C"f,(B) (5.11)

f (A

u® (A)

Figuras 5.14.- Desplazamientos de dos puntos para definir Coeficientes de Influencia.

Donde el primer superindice de los coeficientes indica el punto cuyo desplazamiento se
observa, y el segundo superindice el punto de aplicaciéon de la fuerza. La simple
inspeccién de las ecuaciones anteriores permite asegurar que tanto CAB como CBA son
tensores de orden dos. Supondremos que todas las condiciones de contorno en
desplazamientos son homogéneas (desplazamientos nulos), y que las fuerzas de
volumen son despreciables. La aplicacion del segundo teorema de reciprocidad entre los
dos estados de carga conduce a:
f,(A)u?(A)=f,(B)u*(B)
Que con (5.11) resulta:

fi(A)Ci?ij(B) =f (B)C?Afj(A) = fj(B)C?iAfi(A)

En la ultima igualdad se ha hecho uso de que cualquier simbolo puede utilizarse como
subindice mudo. Como f(A) y f(B) son vectores que pueden tomar cualquier valor, sera:

C?B =CEA (5.12)

La ecuacién anterior resume la caracteristica principal de los tensores de coeficientes de
influencia. Notese que la misma no implica que ninguno de los dos tensores sea
simétrico. Solamente en el caso en que se esté observando el desplazamiento en el
mismo punto que se aplica la fuerza sucede que el tensor de coeficientes de influencia es
simétrico. Por ejemplo, (5.12) implica la simetria de CAA:

C?A = CﬁA (5.13)
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Alternativamente, también se denominan "coeficientes de influencia" los escalares
que relacionan los médulos de las fuerzas con las proyecciones de los desplazamientos
sobre las fuerzas (que son aplicadas en el punto donde se observa el desplazamiento,
pero que corresponden a otro estado de carga). Esta definicion es diferente de la del
tensor de coeficientes de influencia, aunque guarda relacion con ella, como veremos.
Por ahora, y con el objeto de precisar la nueva definicion, definimos el escalar uB(A)
como la proyeccion de uB(A) sobre f(A), siempre con referencia a la figura 5.14. Nétese
que el desplazamiento y la fuerza anteriores corresponden a estados de carga distintos.
Los nuevos coeficientes de influencia escalares son definidos mediante:

u* (B)=CB*f(A) ; u®B(A)=C"*f(B) (5.14)
Siendo f(A) el médulo de la fuerza f(A), y andlogamente para f(B). Para encontrar
la relacién entre estos coeficientes, CAB, CBA  y los términos de los tensores de

coeficientes de influencia, multiplicamos escalarmente la segunda igualdad (5.11) por
un vector unitario en la direccién y sentido de f(A), que llamaremos nA:

uP(A)=Cf,(B) = nluP(A)=n Ci"f,(B)
El primer miembro es uB(A). En el segundo miembro utilizamos la identidad
f(B)=f(B)n(B). Ast:
u®(A)= Ci‘j*BniAn?f(B)
Identificando términos entre la ecuacién anterior y la segunda de (5.14) tenemos:

C* =C{"n'n? ;y andlogamente: C** =C/*n’n? (5.15)

u(A)=ul(A)+uP (A)=C M (A)+C)°f,(B)
u,(B)=u(B)+uf(B)=C{*f,(A) +C"f,(B)

Figura 5.15.- Movimientos cuando actian fuerzas en A y en B.

Las relaciones anteriores determinan el valor de los coeficientes de influencia escalares
en funciéon de las componentes de los tensores de coeficientes de influencia. Si en la
ultima de las ecuaciones anteriores intercambiamos los subindices mudos y hacemos
uso de (5.12), resulta:

BA _ (~BA_B_A _ ~AB_B_A
C —Cji n;n; —Cij n;n;

Que en virtud de la primera ecuacién (5.15) es precisamente CAB. Por tanto, entre los
coeficientes de influencia (escalares) se cumple la relacion:
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CAB = CBA (5.16)

Los coeficientes de influencia también permiten calcular el desplazamiento de los
puntos cuando actian fuerzas en mds de un punto. Solo hay que emplear el principio de
superposicion de efectos. Asi, los desplazamientos de A y B cuando actian
simultdneamente fuerzas en ambos puntos, pueden calcularse como se indica en la
figura 5.15. Vamos a escribir una expresion matricial que englobe las dos relaciones
anteriores (para un caso bidimensional, por simplicidad). Para ello definimos una matriz
columna u que contenga en sus dos primeros términos las dos componentes de u(A), y
en los otros dos las de u(B); andlogamente definimos una matriz columna f que
contenga a f(A) y a f(B), y una matriz cuadrada C, de dimensiones 4x4 en este caso, que
contenga a las submatrices (2x2) CAA,; CAB, etc. Podemos escribir:

w(A) ] [Cr ey | fA)
w(A) | |G Cy C CF LA TuA)]_[cM c A
u@®B) | [Cr ot P CR I fB) |7 [u®B)| |[C* C™ | f(B)
u,B)| |G C CF CYfL,(B)

b

Como (5.12) expresa que CAB es la traspuesta de CBA, y (5.13) indica que CAA y CBB
son simétricas, resulta que la matriz de coeficientes de influencia C que hemos definido,
es simétrica. Aunque se ha considerado un problema bidimensional por simplicidad, el
razonamiento es evidentemente aplicable a casos tridimensionales. La tnica diferencia
es que las submatrices serdn (3x1) o (3x3), manteniéndose la conclusién de que la
matriz C es simétrica. Por otra parte, pueden incluirse mas de dos puntos (en los que
aplicar fuerza y observar desplazamiento) en el desarrollo anterior. El razonamiento de
superposicion de efectos conduce en este caso a una matriz C de (NxN) submatrices,
siendo N el nimero de puntos elegidos en el sélido. Cuanto mayor sea el nimero de
puntos elegidos, conseguiremos una mejor descripcién del comportamiento elastico del
solido. Esta descripcion podra utilizarse como aproximacién en aplicaciones practicas.
Tendremos ocasién de apreciar algunas caracteristicas comunes entre el procedimiento
de aproximacion sugerido y la técnica de aproximacién por Elementos Finitos,
presentada en un capitulo posterior. El coste de disponer de una informaciéon mads
precisa acerca del comportamiento del sélido es, en todo caso, el cdlculo -y manejo- de
matrices de coeficientes mayor tamafio.

Hemos definido la matriz global de coeficientes de influencia anterior, C, en base a
las componentes de los tensores de coeficientes de influencia. Es también posible
emplear un enfoque basado en los coeficientes de influencia escalares. Como ventaja,
tendremos un escalar donde antes teniamos una submatriz, con la consiguiente
economia operativa. La desventaja es que la informacién contenida se limita a la
proyeccioén de los desplazamientos sobre la direccidon de las fuerzas (notados como,
u(A), etc), no apareciendo los vectores desplazamiento como tales. Por otra parte, este
enfoque sélo es ttil si la fuerza en cada punto va a mantener su direcciéon en todos los
casos a analizar. Con este enfoque basado en coeficientes de influencia escalares,
tenemos:
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uA|_[ur@+ut @] _[em e rw ]
= = ’ u=
u(B) u*(B)+u®B) | |C* C®* | f(B)

Tanto la matriz global C' definida en la dltima igualdad, como u' y f', son evidentemente
distintas de las definidas en base a los tensores de coeficientes de influencia. De la
ecuacion (5.16) se sigue que la nueva matriz C' es también simétrica.

Para finalizar, apuntaremos que basdndose en las propiedades de los coeficientes de
influencia pueden encontrarse relaciones, que a primera vista pueden resultar
sorprendentes, entre los desplazamientos de los puntos de un sélido bajo distintos
estados de carga. Un ejemplo cldsico se muestra en la figura 5.16. Se trata de una viga
con uno de sus extremos empotrado (con desplazamientos y giro impedidos), a la que se
aplica perpendicularmente una fuerza de magnitud F en dos posiciones distintas.

CAB: CBA
= u’(A)= u*(B)

Figura 5.16.- Ejemplo de aplicacién de propiedades de los coeficientes de influencia.

La conclusién es, en este caso, que el movimiento vertical del punto B en la figura
izquierda debe ser igual que el de A en la figura derecha. Por supuesto, esta misma
conclusion se alcanza aplicando directamente el segundo teorema de reciprocidad entre
los dos estados de carga.
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