Capitulo 2

Tensi6n.

Para explicar como se transmiten a través del solido las fuerzas aplicadas, es
necesario introducir el concepto de tension, que es probablemente el concepto fisico
mds importante de toda la mecdnica de los medios continuos, y de la teoria de la
elasticidad en particular. Este capitulo presenta al lector el concepto de tensidn junto con
su caracterizacion matematica como tensor, y algunas de sus propiedades mas
importantes.

2.1.- Concepto de tension: vector tension.

Consideremos un sélido en equilibrio estitico bajo la accién de fuerzas, como
muestra la primera figura 2.1. Por conveniencia consideraremos dos tipos distintos de
fuerzas: "fuerzas de superficie" y "fuerzas de volumen". Las fuerzas de superficie son
distribuciones de fuerzas (o fuerzas puntuales) que actian sobre la superficie del s6lido
considerado, las cuales pueden por ejemplo estar producidas por el contacto con otro
solido. Las fuerzas de volumen, que no necesitaremos considerar hasta el epigrafe 2.3,
actian sobre el interior del s6lido (por ejemplo la gravedad). Tienen unidades de fuerza
por unidad de superficie y de fuerza por unidad de volumen, respectivamente.

Figuras 2.1.- Porcién de un sélido en equilibrio.

Consideremos una porcién cualquiera del sélido, como por ejemplo la que se
obtendria al cortar el mismo por una superficie continua S segin se indica en la segunda
figura 2.1. Cada porcion del solido que podamos considerar estard en equilibrio
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asumiendo que en el corte imaginario realizado actiian las mismas acciones que ejercia
en él el resto del s6lido. Admitiremos el postulado de que estas acciones en el corte
estdn representadas mediante una cierta distribucién continua de fuerzas, como muestra
la segunda de las figuras 2.1, sin momentos concentrados ni distribucién de momentos.
Esta distribucion de fuerzas tiene unidades de presion (fuerza por unidad de superficie),
si bien su direccion no serd en general perpendicular a la superficie S. El postulado de
que existe en cualquier superficie continua S una distribucién también continua de
fuerzas estaticamente equivalente a la accidén que ejerce el material existente en el otro
lado de la superficie S, constituye el concepto de tensién de Cauchy, y es la hipdtesis
fundamental de la mecanica de medios continuos.

Definimos como vector tension en un punto de la superficie S el valor (vectorial) de
la distribucién de fuerzas en ese punto.

Debe apreciarse que en general el vector tension no es tnico en un punto del sélido,
ya que variard con la orientacion de la superficie S que pase por el punto. Denotaremos
como n al vector unitario normal a la superficie S en el punto considerado, que
tomaremos en el sentido exterior a la porciéon de sélido analizada. Denotaremos como
TN e] valor de la distribucion de fuerzas, es decir, el vector tension. Asi, el superindice n
indica que la superficie S tiene normal exterior n en el punto considerado (tercera de las
figuras 2.1).

Es inmediato calcular la resultante de las fuerzas (tensiones) que actian en un
elemento de la superficie S. Dado que hemos supuesto que esta distribucion de fuerzas
es continua, podemos reducir las fuerzas que actdan sobre un elemento muy pequeiio de
superficie AS, a su resultante AF aplicada en el centro de dreas de AS. La reduccién
anterior se realiza dentro de la aproximacion de que la distribucién de fuerzas
mantendrd direccién y modulo sensiblemente constantes en todo AS (un sistema de
vectores que no sean paralelos no podria en general reducirse s6lo a su resultante).
Cuando AS tiende a un valor indefinidamente pequefio dS, la resultante dF tendrd un
valor:

dF =Tn dS 2.1

Llamaremos componentes intrinsecas del vector tensidn a sus proyecciones sobre la
direccion normal a la superficie S (dada por n), y sobre el plano tangente a la superficie,
que sera perpendicular a n, como indica la figura 2.2. En general estaremos interesados
en conocer los siguientes valores escalares asociados a estas proyecciones:

c=T0.n=T;" (2.2)
2= |Tn|2.52 2.3)

Llamaremos a ¢ componente normal y a T componente tangencial. En las férmulas
anteriores es inmediato apreciar que ¢ estd calculado como un escalar con signo, ya que
es el resultado de un producto escalar de vectores. El convenio de signos que deriva de
este cdlculo es que o es positivo si la proyeccidon del vector tension sobre la direccion
normal a S tiene el sentido de n (diremos que la componente normal es de traccion en
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este caso). El procedimiento de cédlculo (2.3) para la componente tangencial indica que
el signo del escalar T es indiferente. De hecho, no adoptaremos ningin convenio de
signos para T, excepto en el ambito del diagrama de Mohr para problemas
bidimensionales, que estudiaremos mds tarde en este capitulo. Lo anterior es
independiente de que hayamos definido un convenio de signos para las componentes
del tensor de tensiones, en particular para las tangenciales.

TN
/ plano tangente a S

proyeccién normaﬂ\ .

Figura 2.2.- Componentes intrinsecas del vector tension.

Los vectores tension en un punto seguin una superficie de corte S, y considerando
las porciones de s6lido a uno y otro lado del corte, son iguales en mddulo y direccion, y
de sentido opuesto. Esta propiedad puede considerarse una consecuencia directa del
principio de accién y reaccién de Newton, aunque cabe realizar una comprobacion
adicional basada en un razonamiento de equilibrio: consideremos aislado del seno de un
s6lido un pequeifio cilindro de base AS y altura d que contiene al punto P, y cuyas caras
son paralelas al plano tangente a la superficie S, como indica la primera figura 2.3.

Figuras 2.3.- Equilibrio de un cilindro elemental.

Sobre las caras planas del sélido considerado actuardn las tensiones TR y ™' y
sobre cada punto de la superficie lateral cilindrica existird un cierto vector tension,
variable al variar la orientaciéon del plano tangente al cilindro. Adicionalmente
consideraremos la existencia de fuerzas de volumen, tales como la accién de la
gravedad. Al hacer tender a cero la altura & del cilindro de manera que P se mantenga
dentro de él, la superficie lateral tiende a cero y las tensiones en esta superficie
produciran fuerzas de magnitud despreciable frente a las correspondientes a TR y ™'
que actian sobre superficies que no tienden a cero. Las fuerzas de volumen también
serdn despreciables, puesto que el volumen del sélido tiende a cero con 8. Por tanto,
s6lo quedan como magnitudes significativas las tensiones TR y ™' que produciran
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fuerzas TRAS 'y TN'AS respectivamente. Del planteamiento del equilibrio del sélido
que hemos aislado se tiene:

TOAS + TR'AS=0 = Th =_Tn' (2.4)

lo que plasma el esperado resultado de que en un punto P, el vector tensién en un
plano de normal exterior n'=-n es opuesto al que se da en el de normal exterior n.

2.2.- Tensor de tensiones.

Consideremos el equilibrio de un sélido diferencial con forma de tetraedro (extraido
del seno de un sélido finito) como el mostrado en las figuras 2.4, cuyas caras estdn
definidas por los tres planos coordenados y una cara oblicua de normal n. En alguna
posicion dentro del tetraedro -no importa donde-, se encuentra un punto P, en el que los
vectores tensién segln planos paralelos a los coordenados valen T ;T ;T %
(especificamos el sentido negativo de cada ej por tener esa orientacién la normal
exterior a cada una de las tres superficies). Llamaremos T" al vector tensién en el plano
de normal n que pasa por P. Las superficies del tetraedro tendrén unas tensiones iguales
a las anteriores salvo un diferencial, puesto que las distancias de P a estas superficies
son diferenciales de primer orden. Tomaremos pues como aproximacion de los valores
de los vectores tension en las caras de tetraedro los valores en planos paralelos a ellas
que pasan por P. En el limite, esta aproximacidén no introducird error al plantear el
equilibrio, a no ser que se produjese una eventual cancelacion de los términos finitos del
desarrollo en serie de las tensiones (los correspondientes a la tension en P, citados
anteriormente), lo que no sucederd en este caso como veremos. Al no cancelarse estos
términos finitos de tension, las fuerzas de superficie en el tetraedro (diferenciales de
segundo orden = tension finita por superficie diferencial) dominardn sobre las fuerzas de
volumen (diferenciales de tercer orden), que consecuentemente despreciaremos.
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Figuras 2.4.- Equilibrio de un tetraedro elemental del seno de un sélido.
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Caracterizaremos la magnitud de una superficie mediante un escalar positivo. Si la
cara oblicua del tetraedro tiene una superficie dS, la cara paralela al plano 23 tendra una
superficie n1dS, la paralela al plano 31 serd npdS, y la paralela a 12 serd n3dS. Noétese
que tal como se ha considerado n en la figura 2.4, todas sus componentes n; son
positivas, por lo que no es necesaria ninguna correccion de signo en el cédlculo de las
superficies anteriores. La ecuacion de equilibrio de fuerzas se expresard como:

T~ n,dS+T *n,dS+T *n,dS+T"dS =0

T ., . . —€. €.
Dividiendo la ecuacion anterior por dS, y teniendo en cuenta que T 7' =-T",
e. . . . . .
resulta T 'n; =T" (entendemos sumatorio en j). La igualdad vectorial anterior puede
expresarse en componentes como:

T" = Tiejnj (2.5)

La ecuacién (2.5) anterior es un resultado muy interesante. Por una parte, asegura
que podemos calcular la tension en cualquier plano de normal n que pase por un punto,
si conocemos las tensiones en planos paralelos a los coordenados que pasen por ese
punto. Por otra parte, la estructura formal de la ecuacién sugiere que la magnitud Tiej
que tiene dos subindices (i,j) serd un tensor. En efecto, la regla del cociente nos asegura
que serd un tensor si tanto Tj como nj son vectores (evidentemente lo son), y la
ecuacion se cumple para cualquier vector n arbitrario. Hemos de cerciorarnos de esto
ultimo, dado que en proceso de obtencion de la férmula hicimos intervenir el hecho
accidental de que las componentes de n fuesen positivas. Con este fin, podemos
comprobar que la ecuaciéon de equilibrio mantiene la forma general (2.5) para un
tetraedro en el que la cara oblicua tenga una normal exterior n' con todas sus
componentes negativas (figura 2.5).

X,

T®3

_X3
Figura 2.5.- Tetraedro con componentes negativas de la normal n' a la cara oblicua.

En este caso, la cara paralela al plano 23 tendra una superficie -n'1dS, la paralela al
plano 31 serd -n'pdS, y la paralela a 12 serd -n'3dS. El signo menos se introduce para
que las dreas se calculen siempre como cantidades positivas. El equilibrio de fuerzas
vendra expresado como

T® (-n',dS) + T® (—n', dS) + T (—n';dS) + T*dS =0
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Dividiendo la ecuacién anterior por dS, resulta inmediatamente que Ti“ :Tie-‘n' i
Por lo tanto, la forma de la ecuacién (2.5) se mantiene aunque las componentes de n
sean negativas. Es inmediato comprobar que ocurre lo mismo cuando n estd contenido
en cualquier otro octante, ya que para una componente negativa n; siempre habra que
realizar el ajuste de signo del 4rea, y considerar la tensién T en el plano coordenado
correspondiente.

Realizada la comprobacién anterior, podemos asegurar que (2.5) implica que el

. . e. .
conjunto de cantidades T.” son las componentes de un tensor, que denominaremos
tensor de tensiones y denotaremos como Gj:

o. = Tej (26)

Con esta notacioén, el primer subindice de Gji indica qué eje es perpendicular al
plano donde actia la componente de tension, y el segundo subindice indica la direccion
de la componente de tension. La ecuacién de equilibrio de un tetraedro elemental (2.5)
se escribe en funcién del tensor de tensiones como:

T"=0,n, 2.7

Conviene enfatizar que las componentes del tensor de tensiones se definen segun
(2.6) en base a las componentes de los vectores tension en planos paralelos a los
coordenados cuya normal exterior tiene el sentido positivo del eje correspondiente. Por
lo tanto, todas las componentes del tensor de tensiones que muestra la primera de las
figuras 2.6 son positivas tal como estin dibujadas.
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Figuras 2.6.- Componentes positivas del tensor de tensiones.

Si conocemos las componentes del vector tensidon en un punto sobre un plano cuya
normal exterior estd dirigida en sentido opuesto a un eje coordenado, y queremos saber
el signo de las componentes correspondientes del tensor de tensiones en ese punto,
debemos calcular primero las componentes del vector tensiéon en el mismo plano pero
con normal exterior en el sentido positivo del eje (este "célculo" consiste simplemente
en cambiar de signo las componentes del vector tension, segin la ecuacién (2.4)), e
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identificar las componentes de este ultimo vector tension con las componentes
correspondientes del tensor de tensiones. Por lo tanto, diremos que si las componentes
de tension estdn dirigidas segtin se muestra en el sélido de la segunda de las figuras 2.6,
éstas son también positivas. Podemos resumir que:

Una componente de tension es positiva si tiene el sentido de un eje y la normal
al plano sobre el que actua tiene el sentido de un eje, o si tiene sentido contrario
aun eje y la normal al plano tiene sentido a un eje. Es negativa en otro caso.

2.3.- Ecuaciones de equilibrio.

Al comienzo de la seccidn 2.1 propusimos la consideracion de dos tipos de fuerzas
actuantes: fuerzas de volumen y fuerzas de contorno. Denotaremos mediante X; las
fuerzas asociadas al volumen del sélido y X; a las asociadas a su superficie exterior. La
ecuacion de equilibrio local en funcién de los términos del tensor de tensiones en un
punto de la superficie del sélido serd la misma ecuacion (2.7), pero considerando que n
es la normal exterior al contorno real del sélido. La ecuacién que resulta, a la que
llamaremos ecuacién de equilibrio en el contorno, es:

Plantearemos ahora el equilibrio de un sélido diferencial con forma de cubo de

aristas paralelas a los ejes, aislado del seno de un sélido macroscépico. La figura 2.7
muestra un sélido diferencial de este tipo.

+ 0 dx
22 2

Figura 2.7.- Tensiones en un cubo elemental de aristas paralelas a los ejes.
En €l se han dibujado (supuestas positivas) las componentes del tensor de tensiones
sobre sus caras. Una componente de tension, por ejemplo la 22, no tendra exactamente
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el mismo valor en la cara x9=0 (en la que diremos que vale 677) que en la cara xp=dx?,
habiéndose representado en la figura 2.7 el valor dado por su desarrollo en serie
truncado al segundo término. El lector debe observar en la siguiente exposicion que los
diferenciales primeros del desarrollo en serie de las tensiones cobran una importancia
que no tenian en el dmbito de la ecuacion (2.5), debido a que ahora los primeros
términos (con tensiones finitas) de estos desarrollos se cancelan exactamente al plantear
el equilibrio. Imponiendo por ejemplo que la suma de fuerzas segun la direccion 2 sea
cero, tenemos:

(-022 +022+ 692,2 dxp ) dx1 dx3 + (-012 +012+ 02,1 dx1 ) dxp dx3 +
+ (-032 +032+ 032,3 dx3 ) dx| dxp + Xp dx dxp dx3=0

Tras cancelar las cantidades 697 612 y 032 en el interior de cada paréntesis
respectivo, y dividir por dxj dx) dx3, el resultado adopta la forma 6j,; +X3 =0. Las
ecuaciones que expresan el equilibrio de fuerzas en las otras dos direcciones, 1y 3, se
obtienen andlogamente y presentan la misma forma. Podemos por tanto expresar estas
tres ecuaciones en la forma compacta:

Giisj +X; =0 (2.9)

El equilibrio del s6lido implica también que el momento de las fuerzas que actian sobre
€l respecto de cualquier punto debe ser nulo. Tomemos momentos respecto del punto Q
de la figura 2.7. Segtn la direccién 2, por ejemplo, aparecen los momentos producidos
por las tensiones 031,y 013, de valor (631 dxj dxp)dx3, y -(013 dxp dx3)dxj,
respectivamente (tomamos como positivas las componentes de momento dirigidas en el
sentido del eje). Los momentos producidos por las demds componentes de tension son
infinitésimos de orden superior que despreciaremos: por ejemplo las tensiones O71
producirian un momento:

(011-9011-011-19x7) (dxp dx3) (dx3/2) =- 011,1dx] dxp dx3 dx3/2,

que es un diferencial de cuarto orden. Por tanto, salvo estos diferenciales de orden
superior a tres, la ecuaciéon de suma de momentos segun la direccion 2 queda:

(031 dx1 dxp)dx3 - (013 dxp dx3)dx| =0,

Es decir 631 = 613 . Al imponer que el momento sea nulo en las otras dos direcciones,
1 y 3, se obtiene andlogamente la igualdad de las componentes de tension tangencial de
subindices 23 y 12, respectivamente. Estas tres ecuaciones se resumen por tanto en:

Gij =i (2.10)

Que expresa que el tensor de tensiones es simétrico. En la literatura aparece a veces
el término "principio de reciprocidad de las tensiones tangenciales”, cuyo enunciado es
que las componentes de tension tangencial perpendiculares entre si, que actian sobre
dos planos también perpendiculares entre si, son iguales en mdédulo, y tienen sentidos
convergentes o bien divergentes (figura 2.8). Por supuesto, se trata de la misma
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propiedad de simetria expresada en (2.10). Hay que notar que si existiese una
distribuciéon de momentos por unidad de volumen, aportaria un momento diferencial de
tercer orden que modificaria la ecuacion de equilibrio (2.10), perdiéndose la simetria del
tensor de tensiones. Tales distribuciones de momentos pueden ser importantes en
presencia de campos electromagnéticos extraordinariamente intensos, siendo
despreciables en la inmensa mayoria de las aplicaciones practicas.

77

Figura 2.8.- Reciprocidad de las tensiones tangenciales.

Las ecuaciones (2.9) y (2.10) expresan el equilibrio del sélido elemental de la figura
2.7. Podemos utilizar la (2.10) para reescribir las ecuaciones (2.7), (2.8), y (2.9) en la
forma en que las usaremos en lo sucesivo. El vector tensién en un punto interior al
solido, y en un punto del contorno del sélido segin su superficie, son respectivamente:

T" =o;n, (2.11)
X =G.n. (2.12)

Donde n; denota las componentes del vector normal al plano adecuado en cada caso. La
ecuacion de equilibrio interno queda:
Cij»j+X; =0 (2.13)

2.4.- Tensiones y direcciones principales. Su caracter invariante.

Nos preguntamos si dado un punto arbitrario del s6lido existird algin plano (de
normal n) en el que el vector tension sea perpendicular al plano, y por tanto paralelo a n.
Podemos enunciar equivalentemente la pregunta de si habrd planos en que la
componente tangencial T del vector tensién sea nula. Seguidamente demostraremos que
efectivamente siempre existen planos que cumplen esta propiedad. A las direcciones
perpendiculares a estos planos se las denomina "direcciones principales”. Se llama
"tensiones principales” a los valores escalares de la tensién normal en estos planos, en
que la tension es puramente normal.

Sea cjj el tensor de tensiones en el punto considerado. Sea m el vector unitario
normal a un plano de tensidn puramente normal que pasa por el punto, y sea G (escalar)
el valor de la tension normal en ese plano. La condicién de que el vector tensioén que
actuia sobre el plano tiene la direccién n , viene dada por:



2.10 TENSION

T" = on.

1 1

Expresando el vector tension en funcién de los términos del tensor de tensiones
mediante (2.11), obtenemos:
Gij nj = O nj (2.14)

O lo que es lo mismo, (Gij -0 Sij) n; =0, que tiene la forma de un sistema homogéneo de
ecuaciones lineales que en forma explicita es:

(2.15)
G; Gy Gy — G || Ny

Para que el sistema de ecuaciones anterior tenga una solucién no trivial en nq,n,n3,
el determinante de la matriz de coeficientes debe ser nulo:

|3 - 0 8| =0 (2.16)

La ecuacién (2.16) define un polinomio cubico en G, que llamaremos ecuacién
caracteristica, y que escribiremos en la siguiente forma normalizada:

-63 41162 -IrG +13 =0 (2.17)

Los coeficientes, Iy, Ip, I3, se calculan inmediatamente mediante identificacion con
el desarrollo del determinante de (2.16). Sus valores son:

I, =0,,+0, +03;

Gy 012+511 Gi3| O Op3

G Opn| [O13 Oz3
Gy O O3

Gy; O3

I;=6), O, Oy

Gi3 Oy3 Og33

La ecuacidn caracteristica (2.17) tendrd tres soluciones en G, que denotaremos
como Oy Oyp ¥ Oyy, Y que serdn las tensiones principales. Mds tarde demostraremos que
las tres tensiones principales serdn siempre nimeros reales. Cada uno de estos valores es
la tensién normal en uno de los planos en que la tensién es puramente normal. Las
orientaciones nl, nll, y nllll de las normales a estos planos pueden obtenerse
particularizando en la ecuacidn inicial (2.15) o], O] y Of respectivamente como
valores de G:
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Donde I, II, IIT son indices fijos que no indican sumatorio. Cada uno de los tres
sistemas de ecuaciones (2.18), en los que las incdgnitas son las componentes de los
respectivos vectores segun las direcciones principales, tiene matriz de coeficientes
singular (véase ecuacion (2.16)). Por ello hemos de plantear alguna ecuacion adicional
para encontrar su solucion. En general es suficiente descartar una de las ecuaciones de
cada sistema de 2.18 (que serd combinacién lineal de las otras dos), € imponer a cambio
la correspondiente condicion adicional (2.19), que expresa que el médulo del vector que
buscamos es la unidad.

I_
=1 n

1 1

Las ecuaciones (2.17), (2.18) y (2.19) permiten en general encontrar la orientacion
de los planos que no tienen tension tangencial, asi como el valor de la tensién normal ¢
correspondiente. Demostraremos mads tarde que a raices ¢ distintas de la ecuacion
caracteristica corresponden direcciones principales distintas, y que las direcciones
principales son perpendiculares entre si. Esta ultima circunstancia nos ofrece la
posibilidad de adoptar un sistema de ejes coordenados cuyas direcciones coincidan con
las principales, resultando evidente que, por definicion, las componentes tangenciales
del tensor de tensiones se anulardn en estos ejes, con lo que la matriz asociada al tensor
tiene forma diagonal:

o, 0 O
0,;,=| 0 o, 0 | (cuando los ejes 1',2',3' coinciden con las direcciones principales)
0 0 oy

Demostracion del cardcter invariante de las direcciones v tensiones principales.

Si las tensiones y direcciones principales en un punto, solucién de (2.14),
dependieran del sistema de ejes adoptado, serian propiedades sin demasiado interés, y
no tendria sentido por ejemplo hablar de adoptar ejes segin direcciones principales,
como acabamos de hacer. La intuicion fisica nos dice que no se dard esta dependencia,
ya que los planos principales en un punto son planos en los que fisicamente ocurre algo
tangible (la ausencia de tensién tangencial), y la tensién principal es una medida
asociada a ese algo. No obstante, nos proponemos presentar una demostracion formal de
la invarianza de tensiones y direcciones principales respecto del sistema de ejes
adoptado.

Para ello, consideremos la ecuacién inicial (2.14) aplicada en un punto del sélido, y
referida a dos sistemas de ejes distintos. Supondremos que en ambos sistemas de ejes
los valores principales de tension pueden ser distintos (G y 6'), asi como las direcciones
principales (que notaremos nj y Vi' ). Realizaremos la demostracién mostrando que, tras
las manipulaciones adecuadas, la forma de (2.14) es la misma en ambos sistemas de
ejes. Por tanto partimos de:

Gijj nj =0 nj Gjj' Vj' =0 vy’ (2.20)
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Multiplicando a la primera ecuacién anterior por aji' (podemos hacerlo, ya que la matriz
que la representa tiene inversa):

aji' Gjj 0y = ajj' G Ny
Agrupamos términos del miembro derecho, y hacemos aparecer nj en el izquierdo:
ajj' Ojj (ajj' ! ) =0 nj

Como Gj; y ojyj' representan al mismo tensor, cumplen la relacion de transformacion
(1.19), por lo que agrupando términos resulta:

Gjj nj' =0 nj'

Esta ecuacion tiene la misma forma que la segunda de las ecuaciones (2.20). Es
inmediato apreciar que la ecuacion caracteristica que resulta de ambas es la misma, lo
que implica que las soluciones de ¢ y ¢' coincidirdn, y que una vez sustituidas éstas (en
la ecuacion anterior y en la segunda (2.20)), se obtendran soluciones coincidentes para
nj' y para vi', con lo que queda demostrada la invarianza de las direcciones y tensiones
principales respecto del sistema de ejes coordenados adoptado.

El que el valor de las tensiones principales sea independiente del sistema de ejes,
implica automdticamente que el valor de los coeficientes de la ecuacién caracteristica
(2.17) debe ser también invariante frente a cambios de ejes. Por esto se llama a estos
coeficientes "invariantes del tensor de tensiones". En particular, y por razones obvias, se
llama primer invariante o invariante lineal a Iy, segundo invariante o invariante
cuadratico a Iy, y tercer invariante o invariante cibico a I3.

Demostracion de que las soluciones de la ecuacidn caracteristica son nimeros reales.

La ecuacién caracteristica (2.16) es un polinomio con coeficientes reales, por lo que
sabemos que puede tener raices reales y pares de raices complejas conjugadas. Como el
polinomio es de tercer grado tendré tres raices, por lo que al menos una serd siempre
real. Sea o7 el valor de esta raiz real, y sea nl el vector unitario en la direccién principal
asociada a esta raiz. Elegiremos un sistema de ejes x| xp x3 de tal manera que x|
coincida con esta direccion. Las componentes de tension G1p y O[3 serdn
evidentemente nulas en estos ejes, siendo el tensor de tensiones de la forma que se
muestra en la figura 2.9.
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Figura 2.9.- Tensor de tensiones cuando x| coincide con una direccion principal.

La ecuacidn caracteristica adopta la forma:
6,—O 0 0

Siendo sus soluciones la ya conocida ¢ = O, y las dos raices de
2 2

Esta ecuacion de segundo grado tiene sus raices reales siempre que su discriminante A
sea mayor que cero, lo cual ocurrird siempre, ya que puede expresarse como suma de
cuadrados:

2 2 2 2
A=(0y +033)" —4(0,,03;3 —05;3) =(0, —033)" +465; 20

Por lo tanto, las tres tensiones principales deben ser numeros reales, como
queriamos demostrar.

Demostracion de que tensiones principales distintas llevan asociadas direcciones
principales distintas

Supongamos que pasando por un punto existen dos planos, de normales n; y vj, en
los que el vector tension tiene solamente componente normal a su plano, de valores G y
o' respectivamente. Siendo Gij el tensor de tensiones en ese punto se cumplira:

Gjj nj =0 nj Gjj Vj =0' Vj (2.21)
Asumamos que ¢ # ¢'. Para comprobar que sus direcciones principales asociadas, n
y vV no pueden coincidir, observemos que si coincidieran (v=n) podriamos obtener la

siguiente ecuacion mediante sustraccion de las ecuaciones (2.21):

0=(c—0') n;
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La cual no puede satisfacerse para ninguna direccion n, a no ser que sea 6 = 6'. Por lo
tanto, la coincidencia de las direcciones principales n y v solo puede darse cuando sus
tensiones principales asociadas ¢ y ¢', también coinciden, como queriamos demostrar.

Demostracion de que las direcciones principales son perpendiculares entre si.

Supongamos nuevamente que en un punto existen dos planos, de normales n y v, en
los que el vector tension tiene solamente componente normal, de valores ¢ y &'
respectivamente, lo que permite plantear otra vez las ecuaciones (2.21). Multiplicando
escalarmente a la primera de estas ecuaciones por v, a la segunda por n, y restando,
obtenemos:

Gij 1j Vi - Ojj Vj nj = 0 nj Vj -0'Vinj

Intercambiando los subindices mudos del segundo término del primer miembro, y
teniendo en cuenta que Gjj =Gjj , tenemos:

Gij 1j Vi - Ojj nj Vi = (0-0")vin

El primer miembro es evidentemente nulo. Hay dos maneras de que el segundo
miembro satisfaga esta igualdad a cero: que se anule (6 - 6') 0 bien que se anule v; n;j.
La primera de las soluciones, (6 - 6')=0, claramente no es una solucién general, ya que
los valores de dos tensiones principales no tienen porqué coincidir (aunque
eventualmente pueden coincidir, lo que constituye un caso particular que analizaremos
mads adelante). Por lo tanto, en el caso general en el que la ecuacién caracteristica no
tiene raiz doble, debe ser:

vin;=0

Que expresa que el producto escalar n.v es cero, es decir, que ambas direcciones
principales son perpendiculares entre si, como queriamos demostrar.

Caso de raiz multiple de la ecuacidn caracteristica.

Como se ha apuntado, en general no cabe esperar que el valor de las tensiones
principales coincida, ya que no hay ninguna razdn particular para que la ecuacion
caracteristica deba tener raices mudltiples. Sin embargo esta circunstancia puede
presentarse, y constituye un caso particular interesante. Para analizarlo, volvamos a
plantear las ecuaciones (2.21), pero suponiendo que los valores de las dos tensiones
principales ¢ y ¢' coinciden (denotaremos como G su valor):

Gjj nj =0 nj Gij Vj =0 Vi

Si multiplicamos a la primera de estas ecuaciones por un escalar arbitrario A, a la
segunda por otro escalar arbitrario A', y sumamos ambas, obtenemos:
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Gij (Anj +A'vj) =6 (Anj +A'vj)

Pero esta ecuacion expresa que la direccién (An + A'V) es una direccion principal
(apréciese en efecto la coincidencia formal con la ecuacién 2.14). La conclusion por lo
tanto es que si existe solo tension normal en dos direcciones distintas, y ésta es del
mismo valor G, entonces habra sélo tension normal en cualquier direccion dada por una
combinacién lineal de los vectores que definen las dos direcciones originales, y ademds
la tension tendrd el mismo valor G.

Las figuras 2.10 ilustra la conclusion anterior. A la izquierda se muestra un sélido
cubico elemental de aristas paralelas a los ejes coordenados, en el que las caras de
normal dirigida segun los ejes 2 y 3 tienen tension puramente normal, de valor 6. De
paso, es interesante notar que la reciprocidad de las tensiones tangenciales implica que
la direccion 1 sera también principal, aunque su tension serd en general distinta de ©. La
figura derecha muestra una porcion del sélido anterior, en el que la normal a la cara
oblicua puede obtenerse como combinacién lineal de los vectores unitarios en las
direcciones 2 y 3 (que tenian s6lo tension normal de valor ©), para cualquier valor del
angulo 0. Como acabamos de demostrar, esta cara oblicua tendrd también solamente
tension normal, y también de valor ¢. Dicho de otra manera, cualquier plano que
pertenezca a la radiacién de planos que pasan por el punto considerado y son paralelos
al eje 1, serd también plano principal.

)

Gy / (con cualquier valor)

Figuras 2.10.- Caso de valor igual de dos tensiones principales.

También es posible que la ecuacién caracteristica tenga una raiz triple 6] =o7[
=071 En este caso es sencillo demostrar que cualquier plano que pase por el punto
considerado tiene s6lo tension normal, y que es del mismo valor. En efecto, si en unos
ejes el tensor de tensiones vale Gjj = ¢ Sij, siendo ¢ una constante, el vector tension en
un plano genérico de normal n tendrd como componentes:

T =c;n; =cd;n; =cn,
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Con lo que queda demostrado que en este caso el vector tension tiene siempre el
mismo moédulo ¢, y la direccién de la normal al plano. Este hecho tiene la implicacién
inmediata de que las componentes del tensor de tensiones serdn cﬁij en cualquier
sistema de ejes (recuérdese la definicion de los términos del tensor de tensiones en
funcién de los vectores tension que se expuso en el epigrafe 2.2). Este estado de tension
suele denominarse como "estado de presion hidrostética", ya que, en efecto, un fluido en
reposo no puede soportar tensiones tangenciales, siendo el estado de tensiones referido
el unico posible en cada punto del fluido.

2.5.- Tensiones tangenciales maximas

Como indicaremos en un capitulo posterior, en muchos materiales (los llamados
materiales ductiles) el limite del comportamiento eldstico estd asociado a grandes rasgos
con que el nivel de tensidn tangencial alcance o no un cierto valor critico. Por ello nos
interesa saber el valor de las maximas tensiones tangenciales en un punto dado del
s6lido. Tomemos unos ejes coordenados coincidiendo con las direcciones principales de
tensién. En estos ejes el vector tensién, dado por Tj™ = Gjj nj , resulta:

Glnl
n _
T" =| oyn,

GIIIHS
La componente normal de tension es la proyeccion de TR sobre n:
c=Tn, = Gln% + Guni + Glllng
La componente tangencial de tension se obtiene como:

2
2 2 2.2 2.2 2 2 2 2 252
T :‘Tn —O0 " =0,n; +0n; +0 ;N5 —(Gln1 +0,0n, +(5mn3) (2'22)

Mediante la condicién n;2 + n,2 + n32 =1 eliminamos una de las componentes de n, por
ejemplo nj:

2
2 _ 2.2 2_2 2 2 2 2 2 2 2
T"=0;n; +o;n; +op(1-n; —nz)—[clnl +o,n; +6,;(1-n; —nz)]

El mdximo médulo de Ty de T2 ocurrirdn en los mismos planos, por lo que planteamos
las condiciones de mdximo (o minimo) para t2. Tras agrupar términos se obtiene:

ot’
gz 0= nl[(GI ~0y)—2(0, —6 )0} —2(0, _GIII)ni] =0
arzl (2.23)
g =0= 112[((51[ —Oy)—2(0; - Gm)nf —2(oy _Gm)ng] =0
2

Vamos a investigar las soluciones del sistema de ecuaciones (2.23):
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Solucién tipony =np =0
= n3=x*I1
Es decir, un eje principal, del que sabemos t=0 (es un minimo).
No es una solucién interesante.

Solucién tipony =0
La 2* ecuacion (2.23) da:  n,[(6; —0yy) —2(0, —Gy,)n3 | =0
= np=+1A2 = n3=+1A2
Que llevado a (2.22) produce T = (o1-oyp /2

Solucién tiponp =0
La 1* ecuacién (2.23) da:  n,[(6, —Gy) —2(6, = Gy,)n} |=0

= nj;=*1A2 = n3=+1A2
Que llevado a (2.22) produce T = (op-oy /2

Finalmente, notese que no existen soluciones tipo n| # 0, np # 0, ya que el sistema
(2.23) seria en general incompatible bajo estas condiciones. Por lo tanto, el esquema
anterior recoge todas las posibles soluciones de (2.23).

Partiendo de (2.22), podriamos haber elegido eliminar un pardmetro que no fuese
n3. Si hubiésemos eliminado n; o n,, habriamos obtenido los minimos del médulo de
tension tangencial correspondientes al eje principal I y al eje principal II, mas alguna de
las soluciones de maximo anteriores, y otra nueva solucién de maximo, que es:

ny; =0 ny =£IA?2 m=tIN2 = T=(o1-01)) /2
3 1 2 1- Ol

El resultado de este andlisis es por tanto, que existen tres minimos relativos del
mddulo de la tension tangencial, en los que la misma vale cero, y que corresponden a las
direcciones principales. Existen seis médximos relativos del médulo de la tension
tangencial, que ocurren en los planos bisectores entre cada pareja de planos principales,
como se ilustra en la figura 2.11. El valor de estos maximos de tension tangencial es
igual a la semidiferencia de las tensiones principales correspondientes. EI maximo
absoluto es evidentemente el mayor de estos mdximos relativos.

I
T I

Il II

45° I

45°
1 I 45° I

Figuras 2.11.- Planos de tension tangencial médxima.
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2.6.- Representacion de Mohr

La representacion de Mohr es una construccién grafica que permite relacionar las
componentes intrinsecas del vector tension con la orientacion del plano correspondiente
en el espacio. Aunque es claro que muchos métodos gréaficos han perdido gran parte de
su interés ante las posibilidades que ofrece el cdlculo por ordenador, el lector no debe
pensar de ningiin modo que es €sta una de tantas representaciones graficas de interés
escaso. Muy al contrario, la representacion de Mohr constituird probablemente la idea
mads clara y perdurable que el lector poseerd acerca del estado de tensiones en un punto.

Para estructurar su estudio, trataremos en primer lugar la representacion de Mohr
desde un punto de vista analitico, que revela sus particularidades mds interesantes sin
desviar la atencion hacia complicaciones de tipo geométrico. Estas tultimas son sin
embargo necesarias si se quiere utilizar la representacién de Mohr como instrumento
gréafico de célculo, y serdn tratadas en segundo lugar.

Enfoque analitico de la representacion de Mohr

Adoptemos unos ejes coordenados segun las direcciones principales. Obtuvimos en
la seccién anterior el vector tensién en estos ejes, asi como las expresiones de sus
componentes intrinsecas G y T, que satisfacian las relaciones:

2 2 _ 2.2 2_2 2 2
G +1T° =0yn, + 6N, +0;Nn;
6=0,n, +0,n; +0n;

- Inl Iln2 IIIn3

n12 + n22 + n32 =]

La tercera de las ecuaciones expresa que n es un vector unitario. En forma compacta,
estas ecuaciones pueden escribirse:

6, 6, Oy |[n} o’ +1°
2
6, 6, o,|ln*|l=| o
1 11 il ; (224)
111 ||n? 1

Las ecuaciones (2.24) constituyen el fundamento de la representaciéon de Mohr, la
cual se elaborard manipulando apropiadamente dichas ecuaciones, e interpretando
graficamente los resultados. Conviene enfatizar que, pese a la aparente complejidad que
tendran dichas manipulaciones, no vamos a utilizar ninguna informacién adicional para
construir la representacion de Mohr. El saber esto nos permite adelantar cudles serdn las
posibilidades y limitaciones de dicha representacion, aunque todavia no sepamos en qué
consiste exactamente. Estas posibilidades y limitaciones serdn las mismas que presente
el conjunto de ecuaciones (2.24). Realicemos una breve reflexion preliminar acerca de
ello :
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- La tensién tangencial T aparece solo como T2, por lo que el signo de la tensién
tangencial serd indiferente en la formulacion. Nétese que de hecho no hemos
definido ningtin convenio de signos para T.

- La tensioén normal ¢ aparece como tal en la segunda de las ecuaciones, por lo
que esta formulacion la recoge como un escalar con signo. Recordemos que el
convenio de signos adoptado es el que se desprende de la definicién de ¢ como
producto escalar, ecuacion (2.2), resultando positiva si es de traccion.

- Las componentes n; del vector normal al plano aparecen como niz. Por lo tanto
su signo es indiferente en la formulacion. Ello implica que si unas componentes
de n, digamos (a, b, c), satisfacen (2.24), también lo haran (-a, b, ¢), (-a, -b, -c),
etc. Resulta asi que para unas componentes intrinsecas dadas o, T de la tension,
existirdn ocho planos solucién sobre los que la tensién presenta esas
componentes intrinsecas. Cuatro de las soluciones del vector n son directamente
opuestas a las otras cuatro, definiendo en realidad el mismo plano, salvo por la
direccidn exterior. La figura 2.12 ilustra esta multiplicidad de soluciones.

- En cuanto a las posibilidades que ofrece (2.24), las mds inmediatas se derivan de
considerar conocidas las tensiones y direcciones principales, y son las siguientes:
1°) el calculo de las componentes intrinsecas del vector tension que actia sobre
un plano dado. 2°) el célculo de la orientacion del plano (los planos) cuyo vector
tension tiene componentes intrinsecas dadas. El determinante de la matriz
cuadrada de (2.24) es distinto de cero siempre que las tensiones principales sean
todas de distinto valor: o] # oy # ofyy . Este es el caso general, y supondremos
que esto es asi salvo indicacion en contrario. El caso particular de dos o tres
tensiones principales iguales se analizara separadamente mas tarde.

I11
(-a,-b,c) (-a,b,c)

(a,-b,c) (a’/,c )

11
/

I

Figura 2.12.- Cuatro soluciones de n que definen planos con ¢ y T dadas (las otras
cuatro serian directamente opuestas).

Pasemos ya a la obtencion de la representacion de Mohr. Supongamos n; conocido,
lo que equivale a limitar el vector n a la superficie de un cono de eje x| y semidngulo
arco coseno de n;. La ecuacion (2.24) puede escribirse como:
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2 2 2 2 2.2
G, Oy 2 6" +7T —0On,
2 2
Gy Oy ng:| G—-0n, (2 25)
11 -3 1-n?

Recordemos brevemente las condiciones bésicas de existencia de solucién para un
sistema de ecuaciones lineales tipo A.x=Db :

Compatible: Rango (A) = Rango (A | b)
Determinado : Rango = N° de inc6gnitas
Indeterminado: Rango < N° de incognitas
Incompatible: Rango (A) < Rango (A | b)

Por lo tanto, para que (2.25) sea compatible (exista solucién en n,, n3 ), las matrices
de coeficientes y la matriz ampliada deben ser del mismo rango, lo cual s6lo puede
ocurrir en este caso si el determinante de la matriz ampliada es cero:

c’+1°-on; o, Op
2 —
6—0n Oy Op|=0 (2.26)
1- nf 1 1

Desarrollemos este determinante por la primera columna:
2 2 2.2 2 2 2 2 2 2
(6" +1" —0oyn;)(0; —Oy) —(6—-0yn;)(6}; —6y) +(I1-n7)(6;,6; —61;6,) =0

Dividiendo entre (o71 - o)) y agrupando términos se obtiene:

o’ +1’ - 6(0y +0y) + [GIIGIII + nf (6 —6,)(0; -0y )] =0 (familia 1) (2.27)

Que es la ecuacion de una familia de circunferencias de pardmetro n; en un espacio
bidimensional © - T, a la que llamaremos familia 1 de circunferencias. La primera de las
figuras 2.13 muestra la circunferencia de esta familia que se obtiene para ny =0. Por
tanto, las combinaciones posibles de tensién normal y tangencial en planos paralelos al
eje I que pasan por el punto considerado, son las que describe esta circunferencia.

Recordemos que la ecuacion de una circunferencia de centro (a,b) y radio R en un
espacio descrito por coordenadas cartesianas Xx-y, es: Xx2+y2-2ax-2by+a2+b2-R2=0,
pudiéndose identificar inmediatamente que el centro es comin a toda la familia 1 de
circunferencias (son por tanto concéntricas), y estd en la posicion ¢ = (oyy +oyqp)/2 ; 7=0.

Si en (2.24) hubiésemos elegido dar por conocido n,, hubiésemos obtenido la
ecuacion de otra familia de circunferencias de pardmetro n,, que llamaremos familia 2
de circunferencias. Su expresion es:

6’ +1’—o(0, +0,)+ [Gmcl +n5(0,—06,)(0, — Gm)] =0  (familia (2.28)
2)
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Nuevamente se trata de una familia de circunferencias concéntricas. El centro estd en la
posicién © = (ogq[ +07)/2 ; 7=0. La circunferencia de esta familia que tiene ny = 0 se
muestra en la segunda de las figuras 2.13. Las combinaciones posibles de tensién
normal y tangencial en planos paralelos al eje II que pasan por el punto considerado, son
las que describe esta circunferencia.

Finalmente, si en (2.24) elegimos dar por conocido ns;, obtendremos la ecuacion de
otra familia de circunferencias de pardmetro n;, que llamaremos familia 3 de
circunferencias. Su expresion es:

6’ +1°-0o(c,+0,) +[GI(5H +n3(6,—6,)(0,;—0, )] =0 (familia3) (2.29)

Esta familia de circunferencias concéntricas tiene su centro en 6 = (o) +07)/2 ; 7=0. La
circunferencia de esta familia que tiene n3=0 se muestra en la tercera de las figuras 2.13.
Los puntos de esta circunferencia representan las combinaciones posibles de tension
normal y tangencial en planos paralelos al eje III que pasan por el punto considerado.

Figuras 2.13.- Circunferencias de las familias 1, 2 y 3, de n] =0, np =0, y n3 =0,
respectivamente.

Supondremos sin pérdida de generalidad que las tensiones principales estidn
ordenadas de la manera siguiente:

6, >6; >0y (2.30)

Las tres circunferencias de la figura 2.13 apareceran como muestra la figura 2.14.

I I

Figura 2.14.- Circunferencias de las familias 1, 2 y 3, de n] =0, np =0, y n3 =0,
respectivamente, siendo 6] > G[[ > O[|[
Desde un punto de vista fisico es evidente que no todos los puntos del plano 6—t
serdn representativos de tensiones en planos que pasen por el punto considerado, ya que
por ejemplo, ello implicaria la existencia de planos en los que actuarian vectores tension
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de componentes arbitrariamente grandes. Nos proponemos averiguar cudles son las
zonas del plano 6—T que son representativas. Para ello, consideremos un plano arbitrario
cuya normal tiene componentes nj, ny, n3, y veamos donde puede estar representado su
vector tension en el plano 6—7.

El circulo de familia 1 que corresponde a la tensién en ese plano tendrd por
ecuacion la (2.27), que reproducimos a continuacidén para efectuar comodamente la
identificacién de términos con la circunferencia estdndar de centro (a,0) y radio R en un
espacio x-y:

2 2 2
6 +1 _G(Gn +Gl[l) +[GIIGIII +n (Gm - 61)(61 - 611)] =0
x2 +y2  -2ax + [a2-R2] =0

Es inmediato identificar el ya conocido centro de la familia, a=(cyy + ofyy )/2, y el radio
que resulta ser:

2
0,—0
R12 = (%j - 1’112(6111 _GI)(GI _GII) (231)

El primer término del miembro derecho es el radio al cuadrado de la circunferencia
de familia 1 de ny =0. El segundo término supone la adicién de una cantidad positiva,
por lo que R serd siempre mayor que el radio de la primera circunferencia de la figura
2.13. Esto supone que la zona de puntos G—T representativos es exterior a esa
circunferencia, como indica la primera de las figuras 2.15.

Mediante idéntico procedimiento, obtenemos el radio de la circunferencia de
familia 2 a partir de su ecuacién (2.28). El resultado es

2
R; = (%j - ng(GI —6,)(C; —Cy) (2.32)

Que supone que el radio de una circunferencia de familia 2 serd siempre menor que
el de la de np=0, segunda de las circunferencias de la figura 2.13. Por lo tanto sélo los
puntos interiores a esta circunferencia serdn representativos, lo que se indica en la
segunda de las figuras 2.15. Finalmente, obtenemos de la misma forma el radio de la
circunferencia de familia 3 a partir de su ecuacion (2.29), resultando:

2
G, — 0O
R} = (%j —13(0, =6y )(Gy, — ) (2.33)

Lo que indica que sélo la zona exterior a la circunferencia de familia 3 de n3=0 es
representativa de las componentes intrinsecas del vector tension en algtin plano que pasa
por el punto. Ello se ilustra en la tercera de las figuras 2.15.
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Figuras 2.15.- Acotacién de las zonas que son representativas de la tension en algin
plano de corte en el punto considerado.

En definitiva, dadas las tensiones principales, la zona de puntos G—T representativa
del vector tension (sobre algtin plano que pasa por el punto considerado del sélido) es la
limitada por las tres condiciones mostradas en la figura 2.15. Esta zona se muestra
sombreada en la primera de las figuras 2.16. Por un punto del diagrama dado, de
coordenadas 6—7, interior a la zona sombreada, pasard una circunferencia de cada
familia, como indica la segunda figura 2.16. Se ha representado sélo la mitad superior
del diagrama porque como se indic6 al principio de este epigrafe, el signo de la tensién
tangencial no juega ningin papel en la formulacién que sustenta el diagrama de Mohr.

Figuras 2.16.- Region representativa de 6—7, y circunferencias de las tres familias que
pasan por un punto M(G,T).

Partiendo del conocimiento de las tensiones principales (para poder trazar el
diagrama), y de las direcciones principales (a las que estardn referidas las componentes
nj), las posibilidades mds inmediatas que ofrece la representacion de Mohr son las
siguientes: Si se dan unas componentes intrinsecas del vector tension (0,T) y se quiere
calcular la orientacién del plano sobre el que actia esta tension, se puede trazar el punto
(0,7) en el diagrama, medir (o calcular) los radios R1, Rp, R3, de las circunferencias de
las tres familias, y utilizar las ecuaciones (2.31), (2.32) y (2.33) para obtener n12, n22, y
n32. Si se da la orientacién de un plano, de normal (nj, np, n3), y se quieren saber las
componentes intrinsecas del vector tension que actia en ese plano, se pueden calcular
directamente Ry, Rp, y R3 con las ecuaciones (2.31), (2.32) y (2.33) (sera en realidad
suficiente con dos de los radios ), trazar el punto M en el diagrama, y medir sus
componentes (C,T).

Las posibilidades anteriores coinciden con las enumeradas al principio de este
epigrafe, relativas al sistema de ecuaciones original (2.24). Lo que es mas, el calculo de
las componentes intrinsecas dada la orientacion del plano era notablemente sencillo
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usando aquellas ecuaciones, mientras que el uso del diagrama requiere el uso de compas
y regla, o bien realizar cédlculos algo molestos. ;Porqué introducimos entonces la
complicaciéon adicional de un diagrama? La respuesta estd en que permite apreciar a
primera vista algunas caracteristicas importantes del estado de tension en el punto. Por
ejemplo, permite saber inmediatamente cudl es el maximo absoluto de la tension
tangencial (que serd el mayor de los maximos relativos estudiados en el epigrafe 2.5).
Vendrd dado por el punto mds alto del diagrama, y su valor coincidird con el radio de la
circunferencia de familia 2 de np =0. También permite dilucidar al instante si en algin
plano existird tensiéon normal de traccion (existird traccion si parte o todo el diagrama
estd en la zona positiva del eje G), lo que es de interés por ejemplo cuando el material
tiene poca capacidad de soportar traccién, como es el caso de los hormigones. Ademas,
es frecuente que por ciertos motivos s6lo nos interese conocer la tensién en planos
paralelos a un eje principal (n serd perpendicular a ese eje). En este caso, sabemos que
nos moveremos por una de las circunferencias extremas del diagrama (la de familia 1 de
n;=0, siendo 1 el eje respecto al que n se mantiene perpendicular). Veremos en un
apartado posterior que ello supone una simplificacion importante, siendo mucho mds
sencillo en estos casos recordar el modo de operar con el diagrama que memorizar las
expresiones analiticas.

Tras la obtencién de las ecuaciones (2.24) habiamos decidido aplazar la discusion
del caso de dos tensiones principales iguales, que consideraremos ahora. Si dos
tensiones principales, por ejemplo Oy y Oy, tienen el mismo valor G, podemos escribir
(2.24) como:

c, o, o 6 +7T
1
o, ol ,',|=| o©
n, +n (2.34)
1 1 S 1

Para que el conjunto de tres ecuaciones anterior tenga solucién en n para unas G y T
dadas, el determinante de la matriz ampliada debe ser nulo:

Desarrollando este determinante por la primera columna, y dividiendo por (o; -Oy),
obtenemos:
6’ +1°—(0,+6,)0+0,6, =0

Que es precisamente la ecuacion de la circunferencia de familia 2 de n,=0 (ver ecuacién
(2.28)), o también la de familia 3 de n;=0 (ver ec. (2.29)), ya que ambas circunferencias
coinciden si 6;=0p;. Esto nos muestra que si dos tensiones principales son iguales, las
componentes de tensiéon (G, T) de cualquier plano solo pueden estar sobre una
circunferencia. La figura 2.17 ayuda a entender esta situacién como limite del caso de
tensiones principales muy similares, en donde resulta claro que la region representativa
degenera hacia la circunferencia exterior.
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Figura 2.17.- Diagrama casi degenerado, con dos tensiones principales muy préximas.

Por tanto, cuando dos tensiones principales coinciden, el diagrama degenera hacia
una unica circunferencia. La construccién gréifica pone pues de manifiesto que el valor
de T quedara definido por el de 6. En efecto, si consideramos un valor dado de &, las dos
ultimas ecuaciones de (2.34) permiten calcular n?, (en general la componente de n
correspondiente a la tensién principal no degenerada), y también la suma n?,+n?,
(aunque quedan indeterminados los valores de n?, y n?;). Calculados estos valores, la
primera de las ecuaciones (2.34) permite calcular T. Para el ejemplo anterior de
degeneracion de oy y Oy, el resultado es:

o—0O O, —0O
2 _ R 2 2_ O
n=—" n, +ny=——— 1 =—-07+(0,+6,)0—0,0,
G; — Oy G, — Oy

Puede comprobarse que la ultima ecuacién proporciona valores positivos para T2 en el
rango Gy <G <G, anuldndose en 6 =G y en ¢ =0;. Esto tltimo era lo esperado a la vista
del diagrama degenerado de la figura 2.17.

Enfoque erafico de la representacién de Mohr

Veremos ahora cémo utilizar el diagrama de Mohr como herramienta grafica de
calculo. El interés de este calculo grafico en si mismo es limitado, ya que el manejo
directo de las ecuaciones (2.24) permite realizar las mismas tareas, y resulta mas
comodo si se dispone de ayuda automadtica para los célculos (por ejemplo cualquier
calculadora programable de bolsillo). Las razones por las que abordamos aqui el
enfoque grafico, son por una parte que su particularizaciéon a lo que llamaremos
"problemas planos" serd inmediata y resulta interesante, y por otra parte que llegados a
este punto del estudio del diagrama, el esfuerzo adicional requerido es pequefio. Antes
de abordar las construcciones graficas sobre el diagrama recordaremos algunas
definiciones y propiedades geométricas:

En primer lugar, recordemos que la potencia de un punto P respecto de una
circunferencia se define como el nimero real que se obtiene al multiplicar las distancias
de P a los dos puntos de interseccién de la circunferencia con una secante a la misma
que pase por P. La potencia resulta ser independiente de cudl sea la secante elegida. Se
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adopta la convencion de asignarle signo positivo si P es exterior a la circunferencia, y
negativo si es interior. Asi, con relacién a la figura 2.18, tendremos:

Pot = PM x PN = PM' x PN' = PQ2 (2.35)

Por otra parte, si en unas coordenadas cartesianas x-y escribimos la ecuacién de la
circunferencia de radio R y centro (a,b) en la forma F(x,y) = (X—a)2+(y—b)2—R2 =0, se
demuestra que la potencia puede calcularse particularizando en las coordenadas del
punto P(xp,yp) la funcién F(x,y):

Pot = F(Xp,yp) = (xl:,—a)z+(yp—b)2—R2 (2.36)

Utilizaremos la notacién tipo Pot(P/C) para especificar que se trata de la potencia del
punto P respecto de la circunferencia C, para la cual a su vez utilizaremos alguna
notacion adecuada (generalmente los dos puntos del didmetro definido por el eje ).

P(Xp,¥p )

Figura 2.18.- Secantes a una circunferencia trazadas desde un punto P.

En segundo lugar, llamemos la atencion sobre algunas relaciones que se presentan
en una construccion gréfica del tipo a la de la figura 2.16. Comencemos observando, ver
figura 2.19, que un tridngulo como AEC serd siempre rectdngulo, por abarcar un
didmetro de una circunferencia.

E

0, 0, C

Figuras 2.19.- Algunas particularidades geométricas de la representacion.

Si con los puntos de intersecciéon D y F de el tridngulo anterior con las dos
circunferencias pequeias trazamos dos nuevos tridngulos, ADB y BFC segtin se indica,
estos tridngulos serdn también rectdngulos, y ademds semejantes al AEC, dado que
comparten con €l un vértice (A o C) que no es el que tiene dngulo recto. Si trazamos con
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centro O1 un arco de circunferencia que pase por E, este arco pasara también por F. Esto
debe ser asi porque O es equidistante de las dos paralelas AE y BF, y los puntos E'y F
estdn sobre una misma perpendicular a estas paralelas. La segunda de las figuras 2.19
permiten apreciar claramente que la simetria del trazado respecto de la mediana entre las
rectas paralelas implica que el arco de circunferencia debe pasar por E y por F.

Pasemos ya al problema de célculo grafico de los cosenos directores (n{,np,n3) que
corresponden a unas componentes (6,T) del vector tension. Estas componentes definirdn
un punto M(c,T) en el plano 6-T, cuyo trazado se muestra en la figura 2.20. El punto E
de la circunferencia de familia 1 que pasa por M tiene evidentemente la misma potencia
que M respecto de la circunferencia menor de la familia 1, a la que nos referiremos
como circunferencia AB. Esta potencia es, segtin (2.36):

Pot (M/AB)= 62 + 12 - G (Gy; + Oypp) + OOy (2.37)
Pero las componentes de M(0,7) satisfacen la ecuacion de la circunferencia de familia 1
que le corresponde (la que pasa por E y F). Esa ecuacién no es otra que (2.27), la que
podemos utilizar en combinacion con (2.37) para obtener:
Pot (M/AB) = -n12 (Gyyy - 67) (1 - o) (2.38)
Utilizando su definicidn inicial, esta potencia puede expresarse también como:
POt (M/AB) = ED X EA = FB X EA = (GI = GH) Ccos (GI - GIH) Ccos (239)

Identificando (2.38) y (2.39) tenemos n12 = cos? o, es decir:

n|p=xcosa (2.40)

Figura 2.20.- Célculo gréfico con el Diagrama de Mohr.

Siguiendo una construccién anédloga, consideremos ahora el punto I, que pertenece
simultdneamente a la circunferencia de familia 3 que pasa por M, y a la mayor de las
circunferencias de familia 2. Este punto tendrd la misma potencia que M respecto de la
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menor de las circunferencias de familia 3 (circunferencia BC). Los tridngulos IAC,
GAB, y HBC, seran rectdngulos y semejantes entre si, por lo que GB sera paralelo a IC,
y el arco de circunferencia de familia 3 que pasa por I deberéd pasar también por G. Por
tanto, tendremos:

Pot (M/BC) = 62 + 12 - 6 (07 + Oyp) + O[Oy (2.41)
Nuevamente, las componentes (,T) de M satisfacen la ecuacién de la circunferencia de

familia 3 que le corresponde (la que pasa por I y G). Esta ecuacién es la (2.29).
Combinandola con (2.41) obtenemos:

Pot (M/BC) = -n32 (oy; - oy)) (Oyy; - O (2.42)

Que desde el punto de vista geométrico puede expresarse como:
Pot (M[BC) =JHXIC=GB xIC= (GH - GHI) cosy (GI - GHI) cosy (243)

Identificando (2.42) y (2.43) tenemos n32 = cos? vy, es decir:

n3 == cos Yy (2.44)
El célculo de la componente ny resulta inmediato una vez conocidos nj y n3, sin
mas que utilizar la condicién de que n es un vector unitario. Sin embargo, en algunos
casos puede resultar conveniente calcular ny directamente, lo que realizaremos a

continuacion. La figura 2.21 reproduce una vez mas el diagrama de Mohr y el punto M
de componentes (G,T).

Figura 2.21.- Célculo grafico de n,.

El punto J se obtiene como la interseccion entre la circunferencia de familia 2 que pasa
por M y la circunferencia AB (la més pequefia de la familia 1). La recta que pasa por A
y J define el punto K sobre la circunferencia AC. La recta que pasa por K y C define el
punto L sobre la circunferencia BC. Los tridngulos KAC, JAB, y LBC son semejantes.
Nétese que no existe ninguna razén para que el arco de circunferencia JM pase por el
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punto L. El punto J tiene la misma potencia que M respecto de la circunferencia AC, y
vale:

POt (M/AC) = 62 + "CZ -0 (GI + GHI) +GIGHI = (Ver €C. (228)) = —1122 (GI - GH) (GH - GHI)
Por otra parte, de la definicién geométrica de la potencia obtenemos:
POt (M/AC) = 'JAXJK = 'JAXBL = -(GH - GHI) COS B (GI - GH) COS B

Identificando el valor obtenido del calculo analitico con el del calculo grafico,
obtenemos nzzzcoszﬁ, es decir:

np = + cos B (245)

En la figura 2.21 se ha elegido utilizar el punto J como base del trazado, aunque
puede realizarse un trazado homologo utilizando el punto N, definido por la interseccién
entre la circunferencia BC (la menor de la familia 3), y la circunferencia de familia 2
que pasa por M. El lector puede realizar ese trazado y demostrar de manera totalmente
andloga que del mismo se obtiene también al angulo f3.

Las ecuaciones (2.40), (2.44), y (2.45), junto con las correspondientes
construcciones graficas permiten calcular las componentes n; de los vectores normales a
los planos en que las componentes del vector tension (G,T) son dadas, o bien resolver el
problema inverso de determinacion de las componentes (6,T) que corresponden a unas n;
dadas. Sin embargo, tal como se han desarrollado, los procedimientos a seguir resultan
mas bien dificiles de recordar. Por ello presentamos seguidamente a modo de
recapitulacion dichos procedimientos, organizados en un esquema mas mnemotécnico.

a) 0,7 dados. Se pretende calcular ny,n,,n;.

Para calcular n;, trazamos la circunferencia de familia 1 que pasa por M(0,7).
Trazamos la recta que pasa por su interseccion con las circunferencias extremas de
las familias 2 y 3. Esta recta debe pasar por el punto (61,0), y forma con la vertical
en _este punto (o;) el dngulo o0 = acos n; (ver primera de las figuras 2.22). Notese
que el dngulo indicado coincide efectivamente con o tal como fue calculado en la
figura 2.20, por ser sus lados perpendiculares entre si. Resulta mas facil de recordar
que el angulo correspondiente a n; se mide en la vertical de 6=0y.

Para calcular n;, trazamos la circunferencia de familia 3 que pasa por M(0,7).
Trazamos la recta que pasa por su interseccion con las circunferencias extremas de
las familias 1 y 2. Esta recta debe pasar por el punto (0y;,0), y forma con la vertical
en_este punto (opy) el dngulo ¥ = acos ny (ver segunda de las figuras 2.22).
Nuevamente resulta mds facil de recordar que el dngulo correspondiente a nj se
mide en la vertical de o;=0.
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Figuras 2.22.- Resumen del procedimiento para el célculo grafico de n; y n5.

Para calcular n,, trazamos la circunferencia de familia 2 que pasa por M(G,T).
Trazamos la recta que pasa por su interseccion con la circunferencia extrema de la
familia 1 (o bien de la familia 3) y por el punto (6y,0). Esta recta (también la

alternativa) forma con la vertical en este punto (oy) el dngulo B = acos n, (ver
figuras 2.23).

Figuras 2.23.- Resumen del procedimiento para el célculo grafico de n,.

b) n;,n,,n; dados. Se pretende calcular o,T.

El problema se reduce a trazar dos de las circunferencias de la familia 1, 2, o 3 que
corresponden al vector n dado. La interseccion de las dos circunferencias define el
punto (o,T) buscado. La tercera circunferencia debe pasar por el mismo punto, y
puede utilizarse como comprobacion. Por ejemplo trazamos el dngulo o = acos n;
desde la vertical en 6=6;. Con los puntos de interseccion de la recta asi obtenida
con las circunferencias extremas de las familias 2 y 3 trazamos el circulo de familia
1, sobre el que estard el punto buscado. Trazamos después el dngulo Y = acos n; en
la vertical de 0=6p;. Con los puntos de intersecciéon con las circunferencias
extremas de las familias 1 y 2 trazamos la circunferencia de familia 3, sobre la que
también debe estar el punto buscado, con lo que éste queda definido. Como
comprobacion, podemos trazar desde la vertical en 6=0y; el angulo B = acos n,
(siendo indiferente si se traza hacia la derecha o hacia la izquierda). Si B se traz6
hacia la izquierda, la interseccion de la recta obtenida con la circunferencia extrema
de la familia 1, define un punto de la circunferencia de familia 2 que debe pasar
también por nuestro punto (6,T). Si B se trazé hacia la derecha, la interseccion se
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produce con la circunferencia extrema de la familia 3 (ver figura 2.23),
procediéndose andlogamente. Las figuras 2.22 y 2.23 sirven también para ilustrar el
procedimiento descrito, sin mds que pensar que el orden de trazado es el indicado
aqui en lugar del indicado en los pérrafos anteriores.

Particularizacién de la representacion de Mohr para problemas planos.

En el punto en que nos encontramos en el estudio de la Teoria de la Elasticidad no
podemos atin enunciar en qué consistird lo que mds tarde entenderemos por problemas
planos. Daremos ahora una definicién con cardcter provisional, suficiente para los
propositos de este epigrafe, y completaremos esta definicién en un capitulo posterior.
Por ahora, entenderemos que el estado de tensién en un punto constituye para nosotros
un problema plano cuando se dan los siguientes requisitos:

- Una direccion principal de tension es conocida en ese punto (usualmente serd
constante en todo el sélido, pero esa consideracion no es imprescindible aqui).
- S6lo nos interesa calcular el vector tension en planos paralelos a esa direccion.

En estos casos, sabemos que las componentes (0,T) del vector tension estardn
representadas en el circulo extremo del diagrama de Mohr de la familia "1", siendo n; la
componente nula del vector normal al plano (referido a ejes principales). Tendremos asi
la importante simplificacién de que manejaremos s6lo una circunferencia.

Representaremos el s6lido en la perspectiva plana que resulta de observar el mismo
desde un punto del eje principal conocido. Este eje se confunde con un punto, y los
planos en que interesa analizar el vector tensidn se ven como rectas en esta perspectiva.
Entre estos planos de nuestro interés, existirdin dos que sean principales. Por
simplicidad, vamos a denotar como ©; y Oy las tensiones que se dan en estos planos,
independientemente de que el valor de la tension principal de la direccién conocida
inicialmente sea mayor, intermedio, 0 menor que Oy y Oy Notese por tanto que el orden
de los ejes principales puede no ser coincidente con el orden adoptado en el problema
general (dado por 6;>6>0yy) cuando usamos esta convencion para problemas planos.
Las figuras 2.24 muestran esquematicamente esta convencion.

Tratdndose de problemas planos, es posible definir un convenio de signos para la
componente tangencial T del vector tensién. Vamos a ver ademds como una vez definido
el convenio de signos podemos recuperar la mitad inferior del diagrama de Mohr para
los célculos. El convenio de signos que usaremos seré el siguiente:

Asignamos valor positivo al escalar 7 si el s6lido queda a la derecha,
seglin un observador que avanza en la direccién de la tension tangencial.
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6, >0, ; O cualquier valor
I I T
n o
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i

Figuras 2.24.- Convenciones para el diagrama de Mohr en problemas planos.

Es preciso insistir en que este convenio de signos se define con el inico objetivo de
sacar mayor partido de la representacion de Mohr en problemas bidimensionales, y que
no guarda ninguna relacién con el convenio de signos adoptado para las componentes
del tensor de tensiones. De hecho, ambos convenios son contradictorios entre si,
circunstancia ineludible que el lector deberia asumir con urgencia. Por ejemplo, la
primera figura 2.25 muestra un elemento diferencial de sélido en un problema
bidimensional. Si las tensiones tangenciales tienen los sentidos especificados por las
flechas, sus signos segun el convenio de signos del diagrama de Mohr serian los
indicados. Sin embargo, si consideramos un sistema de ejes 12 paralelos a las caras del
elemento (no serian ejes principales, claro estd), esas componentes de tensidn tangencial
serian todas positivas segtn el convenio de signos del tensor de tensiones. En la segunda
figura 2.25 puede apreciarse también que, con este convenio, la tensién tangencial
mantiene su signo al considerar el sélido a uno u otro lado del plano de corte.

0 o —
— \

<0

<0 \b =0

<+— \
0 —

Figuras 2.25.- Convenio de signos para T, aplicable al diagrama de Mohr
bidimensional.

Sabemos que el médulo de la tensidon tangencial serd el mismo en un plano de
orientaciéon +0. que en uno de orientaciéon -0t (notemos de paso que en problemas
bidimensionales la orientacién del plano queda definida por un s6lo dngulo). Esto debe
ser asi porque siendo n;=cos O obtenemos el mismo valor n;, y a la vista de las
ecuaciones (2.24) ello implica la obtencién del mismo valor de T como escalar sin signo.
Dado que ahora tenemos definido el signo de T, nos preguntamos si ese signo se
mantiene o no cuando cambiamos el signo de o. Para responder esta pregunta, podemos
analizar un ejemplo sencillo como el de la figura 2.26.
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Figuras 2.26.- Cambio de signo de T al cambiar el sentido del dngulo «.

En este ejemplo T cambia su signo al cambiar el sentido de a.. Es f4cil darse cuenta de
que esto ocurrird siempre, si observamos que la tercera figura puede obtenerse a partir
de la segunda mediante una reflexion respecto del eje I, operacion en la que el signo de T
siempre cambiara.

Lo anterior muestra que el haber establecido un convenio de signos para T, conlleva
el que sea necesario precisar el sentido de giro de o, que ahora no es indiferente. En el
manejo del diagrama de Mohr se dard una de las dos situaciones siguientes: o bien el
sentido de giro de o es el mismo en el espacio fisico que en el diagrama, o bien es
contrario. Para dilucidar cudl de las dos alternativas es la correcta, es suficiente analizar
un caso particular como el mostrado en las figuras 2.27, en que 6] = -O7J .

Figuras 2.27.- El sentido de giro de o coincide en el espacio fisico y en el diagrama.
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En estas figuras apreciamos que si o = +45° (asignaremos por ejemplo signo
positivo a los angulos en sentido antihorario), el equilibrio requiere que solo exista
tension tangencial, y que ésta sea positiva. El diagrama de Mohr es una circunferencia
de centro en el origen, y M debe ser el punto que represente al vector tension en el plano
correspondiente. Este punto se obtiene en el diagrama mediante un giro o del mismo
sentido que el aplicado en el espacio fisico. Se ilustra también el caso de o = -45°, en el
que el punto representativo del vector tensiéon es M'. Como detalle final, recordemos que
debido a las propiedades geométricas de la circunferencia, el dngulo o que forma un
didmetro AB de la misma con una recta que pasa por uno de sus extremos A y por otro
punto M de la circunferencia es la mitad del dngulo que forma el didmetro AB con la
recta que pasa por M y por el centro de la circunferencia. Esta propiedad se ilustra en la
figura 2.28. Su interés radica en que permite asegurar que los vectores tension en dos
planos perpendiculares entre si estardn representados en puntos diametralmente
opuestos en la circunferencia de Mohr.

o
T M
o
AU

Figura 2.28.- Relacién de dngulos en la circunferencia de Mohr.
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Figuras 2.29.- Trazado del diagrama conocido el tensor de tensiones.

Una de las utilidades de esta propiedad la encontramos cuando necesitamos trazar el
diagrama de Mohr a partir de las componentes del tensor de tensiones en unos ejes no
principales. El procedimiento se ilustra en las figuras 2.29, en las que el estado de
tensiones en el punto respecto de los ejes (Xy,X,) se supone conocido. Comenzamos
trazando el punto P del diagrama que representa la tensién en el plano que también
hemos llamado P. Trazamos andlogamente el punto Q. Como ambos planos forman 90°,
sabemos que estardn representados en los extremos de un didmetro en el diagrama. Por
tanto, el centro de la circunferencia estard en la interseccion de la recta PQ con el eje G,
con lo que su trazado es ya inmediato. La construccion anterior permite saber también la
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orientacion de las direcciones principales. La direccion principal I se encontrard a un
angulo o de la normal al plano P, dngulo que tenemos trazado (como 2¢t). También se
indica aproximadamente la orientacién de las direcciones principales en este ejemplo.

2.7 .- Tensor medio y tensor desviador. Espacio de tensiones principales.

Dadas las componentes Gjj del tensor de tensiones en un punto, es en ocasiones
conveniente considerar su descomposicion en suma de dos nuevos tensores, a los que
Ilamaremos tensor medio (o tensor esférico) y tensor desviador. El primero es en cierto
sentido una medida del nivel de presion hidrostdtica media en ese punto, tomando como
valor de la presion el promedio de las tensiones principales, que podemos calcular como
el primer invariante dividido entre tres. El segundo tensor contiene la desviacion
respecto de ese estado de presion hidrostética. Por tanto, estos tensores estan definidos
por:

G, =0} +0;
o =(0, /38, =(1,/3)3,

Gg =0; — (0}, /3)8ij (2.46)

Puede demostrarse que las direcciones principales del tensor desviador son las
mismas que las del tensor original. Omitimos esta demostracion remitiéndonos a la
propiedad, que el lector recordarad de sus estudios de algebra lineal, de que los vectores
propios de una matriz cuadrada no varian si se suma una constante (en este caso I;/3) a
toda su diagonal. No obstante, podemos evidenciar esta propiedad junto con alguna otra
mediante sencillos razonamientos sobre el diagrama de Mohr. Presentamos algunos de
estos posibles razonamientos como un ejemplo més de las posibilidades que nos ofrece
el manejar con soltura ese diagrama:

Supongamos que expresamos el tensor de tensiones en ejes principales, con lo
que podemos imaginar trazado el diagrama inmediatamente. El tensor es diagonal
en estos ejes, y al sumar una constante K a la diagonal, el tensor sigue siendo
diagonal, luego las direcciones principales no han cambiado. El diagrama de Mohr
sufrird una traslaciéon (de magnitud K) a lo largo del eje ¢, manteniéndose su
forma. Por tanto (piénsese en el enfoque gréfico), la tensién normal en cualquier
plano dado, en particular en los definidos por unos ejes coordenados no
principales, se verd incrementada en la misma constante K. Esto hace ver que el
estado de tension obtenido al sumar una constante a la diagonal no depende del
sistema de ejes al que tuviésemos referido el tensor.

Por otra parte, la traslacion del diagrama no afectard al calculo de los valores
de las tensiones tangenciales (piénsese nuevamente en el procedimiento grafico),
por lo que todos los planos mantendran la misma tension tangencial al sumar una
constante a la diagonal del tensor.
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En algunos textos el lector encontrard referencias al concepto de tensiones
octaédricas. Se denomina asi a las componentes del vector tension en planos cuya
normal n estd dirigida segin alguna trisectriz de las direcciones principales. Puede
demostrarse sin ninguna dificultad que la componente normal del vector tensién en
estos planos, ¢°t, coincide con la tension media ™. Es evidente que estos planos
"octaédricos" tienen ademds una componente no nula de tension tangencial.

La descomposicion del tensor de tensiones en un punto en sus componentes media
(o esférica) y desviadora, admite una visualizacién coémoda representando el estado de
tension en un espacio descrito por unas coordenadas cartesianas que son los valores de
las tensiones principales. En este espacio, todos los posibles tensores esféricos estaran
representados en la trisectriz de los ejes coordenados. En la primera figura 2.30 se
muestra este espacio de tensiones principales, asi como la trisectriz mencionada, cuyo
vector director unitario es u, de componentes (1/\/ 3,1/\/ 3,1/\/ 3).
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Figuras 2.30.- Espacio de tensiones principales.

Si el punto N (o1,01,01) de este espacio representa nuestro estado de tension, la
componente de tension media (o esférica) estd representada por el punto M, obtenido
mediante la proyeccién del vector ON sobre la trisectriz. Véase:

|OM| =ON - u=0m+3
OM = |OM| u = (om,6m,cm)

Por lo tanto, la componente desviadora del tensor de tensiones estd representada por
MN. Si observamos esta representacion desde una perspectiva isométrica, la
componente OM se confunde en un punto con el origen, mientras que la componente
desviadora MN se aprecia en su verdadera magnitud, como muestra la segunda de las
figuras 2.30. Esta representacion isométrica del espacio de tensiones principales se
conoce como representacion de Haig-Westergaard.

Parece obligado un comentario final acerca de la posible utilidad de la
descomposicion anterior del tensor de tensiones. Existen muchos materiales de interés
en los que el limite de comportamiento eldstico lineal depende s6lo de la componente
desviadora del tensor de tensiones, siendo este hecho lo que justifica la descomposicién
aludida. Incidiremos con mayor profundidad sobre ello en un capitulo posterior.

2.8.- Propiedades compartidas por otras magnitudes tensoriales.
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Como se indic6 en el capitulo primero, existen muchas magnitudes de la fisica que
tienen cardcter tensorial. Aprovecharemos el esfuerzo que hemos dedicado al estudio del
tensor de tensiones poniendo de manifiesto las propiedades ya estudiadas del mismo que
también poseerdn otros tensores. Resulta claro que estas propiedades comunes serdn las
que deriven de la ley de transformacion de los tensores. Es notorio que en realidad casi
todos los desarrollos de este capitulo estdn precisamente basados en la ley de
transformacion. Sélo las ecuaciones de equilibrio (2.9) y (2.10) derivan de la naturaleza
de fuerzas por unidad de superficie de las componentes del tensor de tensiones, no
habiendo motivo para que estas ecuaciones sean satisfechas por otros tensores.

La ecuacién de equilibrio (2.10) expresa que el tensor de tensiones serd simétrico.
Tensores de diferente naturaleza pueden ser simétricos por otros motivos (no procedera
en general aplicar razonamientos de equilibrio; piénsese por ejemplo en el tensor de
inercia). De hecho muchos tensores de interés son simétricos, entre ellos los enumerados
a titulo de ejemplo en el epigrafe 1.3, y el tensor que representa a la magnitud que
definiremos como deformacién en el capitulo siguiente. Repasemos por tanto estas
propiedades comunes a los tensores simétricos de orden dos. Dado un tensor simétrico
Bij asociado a un punto del espacio, es posible:

- Definir un vector b en ese punto asociado a cada direcciébn n, cuyas
componentes estdn dadas por b; = Bij n;

- Encontrar tres direcciones principales nl, nll, nlll, perpendiculares entre si, en
las que el vector b tiene la misma direcciéon que n. Los tres valores de b-n
correspondientes serdn los valores principales del tensor.

- Calcular los maximos de la componente tangencial de b, utilizando expresiones
andlogas a las presentadas en el epigrafe 2.5.

- Utilizar la representacion de Mohr de manera totalmente andloga a como se ha
desarrollado en el epigrafe 2.6, con todas sus particularidades. Se han de
representar las componentes normal y tangencial del vector b.

- Descomponer el tensor en sus componentes media y desviadora, y realizar
representaciones en el espacio valores principales, si ello tiene interés para la
magnitud tensorial en cuestion.

Hay que notar que las componentes normal y tangencial de b (asociado a n) pueden
no tener siempre un significado fisico tan claro como en el caso del tensor de tensiones.
Por esto mismo es util tener en cuenta que la componente normal siempre seria un
término de la diagonal del tensor si adoptdsemos unos ejes de forma que uno de ellos
tenga la direccion de n. La componente tangencial seria el médulo de la composicién
vectorial de dos términos no diagonales del tensor, o bien seria directamente la
componente no diagonal si el problema es bidimensional.

Es instructivo el intentar plantear situaciones en que podamos aplicar las
propiedades estudiadas en el contexto de la tension a otras magnitudes tensoriales. Por
ejemplo, es interesante el caso de presion hidrostética, en el que sabemos que las tres
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tensiones principales son iguales, y que por tanto el diagrama de Mohr se reduce a un
punto, resultando que cualquier direccién es principal y tiene el mismo valor de tensién
principal. Presentamos seguidamente a titulo de ejemplo algunas curiosidades
relacionadas con este tipo de estados en los que el diagrama de Mohr se reduce a un

punto:

En el estudio del movimiento del sélido rigido en el espacio es de interés la
magnitud "tensor de inercia” Ij; respecto de un punto, que generalmente es el
centro de masas del solido. Si el sélido es tal que podemos apreciar que tres
ejes perpendiculares que pasan por el centro de masas son principales de
inercia y tienen asociado el mismo momento de inercia (I =L =I,,) como
ocurre por simetria en el sélido de la figura 2.31, entonces el diagrama de Mohr
se reduce a un punto, y cualquier recta que pase por el punto considerado del
s6lido serd eje principal de inercia, y el momento de inercia correspondiente
serd el mismo. El saber esto nos puede ahorrar cdlculos molestos de integrales

que contengan distancias respecto de una recta de orientacion arbitraria.
z

Figura 2.31.- Sélido cuyo tensor de inercia respecto del centro de masas se reduce a un

punto en la representacién de Mohr.

En la disciplina de Resistencia de Materiales es de interés la magnitud "tensor
de inercia de dreas", cuyas componentes son los momentos y productos de
inercia del area de la seccidn transversal de la barra respecto de unos ejes que
pasan por un punto dado, que frecuentemente es el centro de dreas de la
seccion. Nuevamente, si apreciamos que dos ejes perpendiculares que pasan
por el punto son principales, y tienen el mismo momento de inercia, podemos
asegurar que cualquier otro eje que pase por el punto serd principal de inercia, y
con el mismo valor del momento de inercia. Seguramente este resultado no
resultarfa tan obvio para el lector a partir de la simple inspeccidn de secciones
como las mostradas en la figura 2.32.
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Figura 2.32.- Secciones de barras cuyo tensor de inercia respecto del centro de dreas se

reduce a un punto en la representacién de Mohr.

Figuras 2.33.- Relaciones lineales entre carga y desplazamiento.

En el dmbito de la mecdnica lineal de sélidos, el vector desplazamiento de un
punto del sélido, u, estd relacionado con el vector fuerza puntual f aplicado en
el mismo punto, mediante un tensor simétrico ¢ que depende del punto
considerado (ello se justificard en un capitulo posterior, al estudiar los teoremas
integrales). Adoptando un sistema de ejes (X{,X,,X3) las componentes de u y f
estdn relacionadas por los "coeficientes de influencia" representados en las
componentes del tensor, mediante u; =c;; f;. En general, el desplazamiento no
tendra la direccion de la fuerza, como se indica en el sélido bidimensional de la
primera figura 2.33. Si disponemos en el plano un nimero cualquiera de
sOlidos iguales (mds de dos) conectados entre si por el punto donde
aplicaremos la fuerza, de forma que la distancia angular entre ellos sea
constante, obtenemos una estructura como la mostrada en la segunda figura
2.33. Supongamos aplicada una fuerza (podemos pensar que es unitaria para
que su analogia con el vector n que asociamos al tensor de tensiones sea mas
patente) en una direccion cualquiera. En principio no sabemos que direccién
tendrd el desplazamiento, pero si giramos la fuerza un dngulo igual al que
forman los sélidos entre si (120° en la figura), obtenemos una configuracién
andloga a la inicial, pero girada ese mismo dngulo. Las componentes
intrinsecas (normal y tangencial) del desplazamiento serdn por tanto las
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mismas, lo que también ocurrird si aplicamos sucesivos giros del mismo valor a
f. Ahora bien, pensando en el diagrama de Mohr asociado al tensor cj;, lo
anterior significa que sucesivos giros del valor correspondiente en el diagrama
(240° en el ejemplo de la figura) deben conducir al mismo punto del diagrama.
El tnico diagrama de Mohr en el que esto es posible es el que se reduce a un
punto. Como sabemos, esto implica que todas las direcciones serdn principales,
es decir que el desplazamiento siempre tendra lugar en la misma direccién que
la fuerza aplicada, y ademds que la constante de proporcionalidad ente la fuerza

y el desplazamiento serd independiente de la orientacion de la fuerza.
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